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PRÉ FACE.- • . 

- 

M . Bossut, membre de l'Institut national, est l'auteur qui 
a traité avec le plus de détail la partie lie la Statique, qui a 
pour objet l'équilibre des voûtes : son Traité se trouve à la 
fin de sa Mécanique , imprimée en 1802. Il est précédé d'une 
introduction qui sert à faire connaître l'objet de la Statique 
des voûtes , ainsi que l'historique de cette science. Je trans- 
crirai ici cette introduction , afin de (mettre le lecteur à 
même d'apprécier mon travail : je rendrai compte*ensuite 
des motifs qui m'ont déterminé à traiter le même sufct, et 
èes différences qui distinguent mon Ouvrage de tous ceux 
qui l'ont précédé. 

« Tout le monde sait que les pierres ou les voussoirs 
» dont une voûte est composée, forment des espèces de 
» pyramides tronquées , qui , ens'af puyant les unes contre 
» les autres par leurs faces latérales et inclinées, se con- 
» trebalancent mutuellement, et demeurent suspendues en 
» l'air sans le secours d'aucun soutien inférieur; tout' leur 
» effort se dirige vers les. massifs, ou pieds -droits qui 
» soutiennent la voûte, comme si elle n'était qu'un seul et 
» même corps continu. Les voussoirs éprouvent 1 action de 
» différentes forces, qui proviennent ou de leurs poids, ou 
» de pressions extérieures , ou du frottement , ou de la 
» cohésion des matières , etc. Toutes ces forces et les ré- 
» sis tances àVs pieds-droits composent*ua système qui doit 
»• être en équilibre, et de plus, cet état d'équilibre doit avoir 
> une consistance ferme et durable. 

» Les forces particulières qui agissent de proche en pror 
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» che sur chaque voussoir peuvent être fort différentes. Par 

» exemple , dans une voûte demi-circulaire, le .voussoir du 
* milieu ou la clef, agit comme un coin contre le second vous- 

» soir à droite et à gauche, et tend à le faire remonter; le se- 

» cond voussoir agit de même contre le troisième ; celui-ci 

» contre le quatrième , ainsi de suite. Or , à mesure qu'on. 

» s'éloigne àe la clef, les anglés que forment les faces laté- 

» raies des voussoirs avec l'horizon vont en diminuant ; 

» d'où il résulte que les pressions absolues des voussoirs 

» doivent aller en augmentant^ afin que les efforts résul- 

» tans de ces pressions, perpendiculairement aux fàfces con- 

» tigues des voussoirs , soient égaux de proche en proche , 

» et se fassent mutuellement équilibre. . 

» En général x quelles que puissent être la figure d'une 
» voûte et la nature des forces qui agissent sur les voîis- 
» soirs ,il doit exister entre toutes ces forcés une relation 
» telle que, tous les voussoirs, qui forment réellement des 
» corps séparés, soient maintenus en équilibre dans toute 
» l'étendue de. la voûte , sans quoi elle se déformerait et 
9 tdmberait par pièces : ensuite ,. lorsque cet équilibre par- 
» tiai se/a. établi , on pourra considérer la voûte .comme un 
» corps continu , et il ne s'agira plus que de déterminer les 
» dimensions que les pieds droits doivent avoir. pour en 
» soutenir la poussée , ou pour la porter sans s'écraser. 

» Il ne paraît pas que les anciens architectes fussent con- 
» duits par des principes certains et géométriques dans la 
n recherche des moyens qu'ils employaient pour assurer la 
» solidité de leurs édifices. L'expérience , l'imitation , et une 
» mécanique naturelle , leur servaient de guides. Vitruve , 
» qui florissait sous Auguste , et qui a rassemblé dans son 
» architecture .toutes les connaissances qu'il regarde comme 
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» nécessaires à ceux qui exercent cet^art , ne parle aucu- 
» netnent des secours qu'ils doivent emprunter de la nié- 
» canique pour connaître et décomposer les forces, et pour 
» renvoyer leurs efforts vers çles appuis capables de les sou- 
» tenir. II ne dit rien non plus de T'ait du trait, bu de la 
» coupe des pierres et des bois. Vraisemblablement les an- 
» ciens architectes, occupés d'une manière exclusive de tout 
» ce qui regardait la décoration externe et la distribution 
» interne de leurs édifices , abandonnaient entièrement aux 
» appareilleurs la partie de l'art , qui a pour objet la soli- 
» dite et le détail des moyens de construction : en quoi 
» ils ont eu malheureusement* trop d'imitateurs parmi les 
» modernes. 

• On n'a commencé que très-tard à sentir la nécessité de 
» soumettre le problème de l'équilibre des voûtes aux-lois 
» de la mécanique. En 1695 A la Hire, dans son Traité de 
» mécanique , établit par la théorie du coin la proportion 
» suivant laquelle on doit faire augmenter les poids absolus 
» des voussoirt , depuis la clef jusqu'aux impostes, dans une 
». voûte demi - circulaire. L'historien de l'Académie des 
» Sciences rapporte, sous Pannée 1704, que Parent dé- 
» termina, suivant les mêmes principes, mais seulement 
» par pointa , la figure que doit avoir Pextrados d'une 
» voûte dont l'intrados est un demi-cercle , et qu'il donna 
» de plus la mesure de la poussée d'une telle voûte contre 
» les pieds droits. m 

* J'ignore si cette solution a été imprimée. 

» Les deux illustres frères , Jacques Bernoulli et Jean 
» Bernoulli , Huyghens et Leibnitz, ayant résolu, en 1791* 
» le problème de la chaînette , les géomètres' ne tardèrent 
» pas à s'apercevoir que la -figuré de cette courbe , retour- 
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» née de bas en haut , est celle qu'on doit donner à une 
» voûte composée de voussoirs infiniment petits et égale*> 
» ment pesans , pour que toutes ses parties soient en 
» équilibré. David Gregori fit remarquer le premier cette 
» identîté, dans les Transactions philosophiques pour ren- 
» née- 1707 ; mais son raisonnement , quoiqu'exact , n'avait 
» pas toute ia*clarté qu'on pouvait désirer. 

» On trouve dans l'un des Mémoires posthumes'de Jac- 
» ques Bernoulli deux solutions directes du problème, 
» fondées sur deux différentes manières d'envisager Vaction 
.» des voussoirs. La première est claire , simple , exacte , et 
» conduit facilement à la véritable^quation de la courbe 
» qui est la chaînette retournée; la seconde a besoin d'une 
» petite correction , que l'auteur aurait sans doute faite lui- 
x» même , s'il eût pu revoir son Mémoire , et que Cramer , 
» éditeur de ses oeuvres , V indiquée : au moyen de cette 
» correction , on retrouve également l'équation de la 
» chaînette. 

» Dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour 
» l'année 17 12 , La Hire , considérant le problème de la 

* poussée des voûtes , sous un point de vue indiqué <par 
9 quelques expériences , en donna une solution , qui , par 

* la simplicité du calcul et des résultats, fut saisie et adoptée 
» avidement par la plupart des praticiens , sans s'embarrasser 
» si elle était applicable à tous les cas qui peuvént arriver. 
» Il suppose que les voûtes dont les pieds-droits n'ont pai 
» une épaisseur suffisante pour en soutenir la poussée , se 
» fendait vers les reins à la hauteur d'environ 45 degrés au- 
» dessous des impostes : en conséquence il regarde la partie 
» supérieure* de la voûte comme un coin qui tend à écarter 
» ou à renverser les pieds-droit», et il détermine , par k 
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» théorie du coin et du levier, les dimensions qu'ils doi- 
» vent avoir pour résister à leur effort. On s'en est tenu 
» pendant long-temps uniquement à cette méthode pour 
» les voûtes en berceau j on l'a même appliquée aux voûtes 
» en dôjne, quoique les deux cas ne se ressemblent point, 
» et qu'ils conduisent à des équations de 'degrés différens , 
s comme on le verra parla suite. 

» Couplet a donné en deux parties un Mémoire sur la 
» poussée des voûtes en berceau; la première, imprimée 
» dans le volume de l'Académie pour l'année 1729, traite 
» de la «poussée des voûtes et de l'épaisseur [de leurs pieds- 
» droits, en considérant les voussoîrs comme infiniment 
» polis , ou comme pouvant glisser les* uns sur \m autres* , 
» sans éprouver aucune résistance de la part du frottement; 
» mais comme eette hypothèse n'est pas exactement con- 
» forme à l'expérience , la seconde partie du Mémoire , 
» imprimée dans le •volume de l'Âcadémie pour l'année 
» 1730, a pour objet, les mêmes questions, en sup~ 
» posant qUe les voussoics n'ont pas la faculté de glis- 
» ser, mais qu'ils peuvent se soulever et s'écarter les uns 
» des autres par de petits mouvemens de rotation. Toute 
» cette théorie est appliquée principalement aux voûtes 
» circulaires. Couplet détermine la proportion des poids 
» des voussoîrs, et la figure qu'il faut donner à l'extrados 
n relativement à l'intrados :il n'a d'ailleurs ajouté que très- 
» peu de chose aux théories de La Hire et Parent ; et aucun 
» d'eux n'a traité le sujet avec la généralité et la précision 
» nécessaires soit dans la théorie , soit dans la pratique. 

« Le volume de l'Académie .pour l'année 1734 , contient 
» un Mémoire de Bouguer sur les lignes courbés , propres 
» à former les voûtes en dôme. L'auteur fait voir .qu'on 
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» peutjemployer pour cela une infinité de lignes courbes , 
» et en même temps il indique la manière de choisir les plus 
» avantageuses. Il suppose toujours que les voussoirs ont 
» leurs surfaces infiniment polies ; il établit , d'après cette 
» hypothèse, les conditions de l'équilibre dans chaque assise 
» horizontale d'une voûte en dôme. On voit que ce pro- 
» blême a de -l'analogie avec celui de la chaînette retournée 

* pour les voûtes en berceau. Bouguer n'a dailleurs donné 

* aucune- méthode pour déterminer la poussée des voûtes 
» en dôme ; il n'a point examiné la loi des forces qui doi- 
» vent agir sur les voussoirs lorsque la courbe génératrice 
» est assujétie à des conditions données ; matière 'féconde 
» en problèmes curieux et utiles. 

» Tels sont les ouvrages , au moins ceux qui m'étaient 
» connus , sur l'équilibre des voûtes, lorsqu'on 1770*, comme 
» lesdjjfes en font foi, je traitai la 'question dans toute sa 
» généralité , tant pour les voûtes en .Berceau que pour les 

* voûtes en dôme. J'examinai tout ce qui regarde la figure 
» et la poussée de ces deux espèces de voûtes, dans deux 
» mémoires imprimés parmi ceux de l'Académie des Scien» 
» ces de Paris, pour les années < 774 et 1776. Ce travail fut. 
» entrepris à l'occasion du dôme de l'église de Sajnte-Gene- 

* viève ( aujourd'hui le Panthéon français ) commencée par 
» le célèbre architecte Souflot , et achevée sur ses dessins. 
» Les piliers et les colonnes qui portent ce dôme ayant été 
» regardés par "quelques critiques, peu versés dans la mé- 
»• canique , comme insuffisans pour en soutenir la poussée , 
» je fus engagé à chercher la vraie formule générale, alors 
» inconnue , pour déterminer la poussée des voûtes en 
» dôme , comme la Hire a déterminé celle des voûtes en 
d berceau. L'application que je fis de ma formule au sujet 
» en question, prouve que ies piliers avaient une épaisseur 
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» suffisante pour résister *au renversement; aussi l'édifice 

* n'a-t-il éprouvé a cet égard aucun -mouvement. Mais 'par 

* l'usage vicieux où l'on était alors de creuser le Ut des 
ï pierres vers- l'intérieur, il est arrivé que le tassement, 
» occasionné par la charge supérieure du dôme , a fait 
» éclater les pierres vers lesparemens > et que presque toutes 
» les colonnes ont éprouvé les funestes effets de ce tasse» 
» ment Souflot, lui-même , qui en eut une crainte antici- 
» pée, .entreprit de faire des expériences -pour .déter- 
» miner la résistance dont les pierres sont capables sans 
» s'écraser sous des pressions données. Il mourut en 1780 , 
y avec la malheureuse certitude oculaire , que les piliers de 
» son dôme commençaient à se briser vers les bords. Sa ma- 
» chine à écraser les pierres a été dans la suite fort perfec- 

> tionnée par le cit. Rondelet »qui a fait un grand nombre 
-» d'expériences sur Ja résistance fies pierres de différentes 
» espèces et de différentes dimensions : il a déjà publié une 
i partie de ce travail dans son Mémoire historique sur le 
» Panthéon français (1793); il l'a continué ave%succès, et 
» on en doit attendre les plus grands avantages pour la con- 

> naissance de cette branche importante de l'architecture. 
t> J'ajouterai ici qu'on a prîs en dernier lieu des précautions 
» efficaces contre les progrès de l'affaissement du dôme du 

> Panthéon français. • . 
« * 

» Le tome. 7 des ouvrages présentés à l'Académie des 

» Sciences, contient , sous la date de l'année 1778, un beau 
ï Mémoire du cit. Coulomb , aujoud'hui membre de l'Ins- 
1 titut national , sur quelques problèmes relatifs à l'archi~ 
s^teciure.^armi ces problèmes se trouve celui de* l'équilibre 

> des voûtes en berceau , que l'auteur a traité par une me- 
» thode dirigée vers l'utilité-pratique; • 



xij PRÉFACE. 

» En 1785 , le cit. Mascheroni fit imprimer à Bergame un 
» ouvrage intitulé : Nuove Rickerche suit equilibrio délie 
» volte , dan» lequel il y a des propositions curieuses sur 
» l'équilibre des voûtes , principalement sur l'équilibre des 
» voûtes en dôme , à bases circulaires , elliptiques et poly- 
» gonales. L'auteur reconnaît lui-même que mes deux Mé- 
» moires ne lui ont pas été inutiles. 

» Un grand nombre de nouvelles réflexions théoriques 

» et expérimentales que f ai faites , depuis mes premiers 

» essais , sur toute cette matière , m'ont déterminé à la re- 

» prendre et à la traiter avec toute l'étendue nécessaire pour 

» rendre mes recherches utiles aux mécaniciens-géomètres. 

» J'ai d'ailleurs toujours suivi mes anciens principes : j'aurai 

» donc pu donner mes additions en forme de supplément à 

mes deux Mémoires; mais cela aurait demandé une foule 

» de citations et de renvois, incompatibles avec la méthode 

v et la clarté , qui ne peuvent avoir lieu lorsque* chaque 

» chose n'est pas à sa véritable place. J'ai préféré de refondre 

9 entièrenfent mes deux Mémoires , et d'y incorporer les 

» additions , de telle manière que le tout forme maintenant 

» un ouvrage comme nouveau. t , 

» Je considérerai séparément l'équilibre des voûtes en 
* berceau , et. celui des voûtes en dôme. » 

Après avoir fait connaître le travail de M. Bossut, il me 
resterait à donner un précis du mien. Un coup d'œû sur ma 
table sommaire suffit pour donner une idée du plan.que j'ai 
adopté et des matières que j'ai traitées. Je n'ajouterai que 
quelques réflexions. . . 

. Pans le premier chapitre, j'expose les principes de l'éqSi- 
libre entre les voussoirs d'une voûte en berceau, en sup- 
posant ces voussoirs soumis à deux espèces de forces et de 

plan 
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plan sans frottement. La solution de ce problème général que 
j'ai donnée dans le n° 4 est entièrement nouvelle : elle est 
simple et conduit à une équation différentielle qui dans 
les applications se prête à des intégrations faciles. J'ai consi- 
déré le sujet sous les diflférens points de vue qu'il présente, 
et j'ai appliqué mes formules aux courbes les plus usitées , 
ainsi qu'à d'autres qui pourraient être employées avantageu- 
sement. 

Dans le chapitre 2 , j'ai traité de la poussée des voûtes en 
berceau , problème qui ne saurait être résolu rigoureuse- 
ment , à cause des données physiques qu'il faut considérer. 
Après avoir rapporté les hypothèses connues, j'ai fait voir 
l'inexactitude de celles de La Hire , à cause de l'incertitude 
du joint de rupture dont la position varie suivant la figure 
de la voûte. J'ai prouvé qu'on ne pouvait se dispenser de 
faire entrer dans le calcul les effets du frottement, et il en 
est résulté une théorie entièrement nouvelle , qui a l'avan- 
tage de bannir l'arbitraire dans la détermination du joint de 
rupture. Cest aux géomètres à juger le mérite de cette 
partie de mon travail , qui me paraît la plus importante. 

Dans les chapitres 3 et 4 , j'ai traité , pour les dômes & 
bases circulaires , les mêmes questions que j'avais examinées 
dans les deux premiers chapitres à l'égard des voûtes en 
berceau. J'ai fait remarquer une singularité assez frappante ; 
savoir , que la surface d'extrados doit se terminer à la clef 
par une flèche ou pyramide qui s'étend à l'infini, à moins 
que le rayon de courbure de l'intrados à la clef ne soit 
infini. 

Dans le chapitre 5 , j'ai traité des dômes à base régulière 
et polygonale , ainsi que de ceux dont les joints n'étant pas 
normaux , concourent en un même point. 
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Enfin , j'ai terminé mon Ouvrage par une appendice sur 
les anses de panier , espèces de courbes usitées dans la 
construction des ponts. Je ne connais aucun traité sur 
cette matière , qui cependant présente de l'intérêt. 

J'ai examiné plusieurs questions que n'a point traitées 
M. Bossut, j'ai osé relever quelques inexactitudes qui ont 
échappé à ce savant géomètre. Mon estime pour son nom 
et mon respect pour son grand âge, ont dû céder aux 
devoirs impérieux que commandent l'intérêt de la science et 
l'amour de la vérité. J'ai d'ailleurs pensé que l'importance 
du su jet , aussi bien que l'intérêt des architectes et ingénieurs, 
exigeaient que la matière fût plus développée , ce qui m'a 
déterminé a l'étendre dans un cadre, environ quatre fois plus 
grand. Je ne prétends pas cependant avoir épuisé une ma- 
tière qui est très-féconde; mais ce que j'en ai dit peut suffire 
aux architectes-géomètres pour les guider dans tous les cas 
qui peuvent se présenter. C'est pour eux uniquement que mon 
livre est destiné , parce que les bonnes méthodes de cons- 
truction , fondées sur des théories rigoureuses , ne peuvent 
devenir communes qu'après avoir été adoptées par les ingé- 
nieurs instruits : je m'estimerai heureux si mon travail a pu 
mériter leur suffrage. 

Déjà plusieurs savans géomètres, MM.Deprony, Lacroix, 
Puissant, etc., ont bien voulu s'expliquer avantageusement 
sur ma Statique des Voûtes: on me permettra de rapporter 
ici la lettre écrite à ce sujet par M. Depronyà M. Houdouard. 
Le suffrage honorable qu'elle renferme me fait espérer que 
mes efforts n'auront pas été tout-à fait inutiles au progrès 
de la science. 
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Paria, le i5 janvier 18--9. 



L'Inspecteur général, Directeur de l'École impériale des Ponts 
et Cluxussées, membre de F Institut des sciences , lettres et arts de 
France, et de la Légion d'honneur, à M. Houdouard, membre du 
Corps législatif, Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 

Je vous remercie , Monsieur et cher Camarade , de la communi- 
cation que vous avez bien voulu me donner du Traité manuscrit de 
l'équilibre des voûtes , de M. Berard ; j'ai parcouru, avec grand 
plaisir , cet ouvrage pendant le peu de momens que me laissent mes 
occupations multipliées , et je pense que les Ingénieurs qui ont du 
goût pour les belles études rationnelles ,' applicables à la pratique de 
leur art , le liront avec beaucoup d'intérêt. Cet intérêt , dû à fou- 
rrage , est singulièrement augmenté par celui qu'inspire l'Auteur , à 
qui je vous prie de dire f en lui faisant, de 'ma part, mille compli- 
ment , que je répondrai très-prochainement à la lettre qu'il m'a fait 
V amitié de m' écrire. 

Agréez , Monsieur et cher Camarade , l 'assurance de ma patfaite 
estime et de mon sincère attachement. 
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THEORIE 

DE 



L'ÉQUILIBRE DES VOÛTES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE L'ÉQUILIBRE ENTRE LES VOUSSOIRS DUNE VOÛTE 

EN BERCEAU. 



SECTION PREMIÈRE. 

r 

Problème général. 



..... % 



É^ant donné l'intrados, trouver l'extrados, et réciproquement: 
on bien, étant donné l'intrados, trouver la loi des forces, et rcci- 1 
proquement. 



- i. On sait qu'on appelle voûte une surface courbe e* pierres , 
qui recouvre une base de figure quelconque. Si cette surface est 
engendrée par le mouvement d'une ligné courbe parallèlement * à 
elle-même, la voûte es} dite en berceau. Si la voûte est engendrée 
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par la révolution d'une courbe tournant autour d'un axe vertical, 
elle prend le nom de dôme à base circulaire, etc. 

Les pierres dont est composée la voûte sont dés espèces de coins 
ou de pyramides tronquées, appliquées les unes contre les autres; 
on les nomme voussoirs, et les faces par lesquelles ils se touchent 
s'appellent Joints. Les joints doivent, tant pour la grâce que pour 
la solidité de la construction, être perpendiculaires à la surface in- 
térieure de la voûte, qu'on appelle intrados; la surface extérieure 
est nommée extrados. 

On sent que chaque voussoir fait ton effort pour écarter ceux qui 
le touchent: cet effort est variable pour chacun, et dépend de sa 
position. La voûte la plus parfaite serait celle où les efforts des 
différens voussoirs seraient tellement combinés, qu'en les suppo- 
sant polis et sans frottement, tous ces efforts se détruiraient mu- 
tuellement ; car alors il y aurait équilibre entre les diverses parties 
de la voûte : il ne resterait plus qu'à donner aux murs ou pieds- 
droits qui supportent la voûte, l'épaisseur suffisante pour résister 
i la poussée, c'est-à-dire à l'effort de la voûte pour renverser les 
pieds-droits. 

C'est dans ce problème gc'néral que consiste la théorie de l'équi- 
libre des voûtes. Il est rare que les Architectes se conforment 
aux principes de la Statique, et si l'on ne voit pas toutes les voûtes 
s'écrouler après qu'on a enlevé le cintre, c'est uniquement le frot- 
tement et la liaison du mortier qui préviennent cet accident. 

Nous eiaminerons d'abord les conditions de l'équilibre entre 
les voussoirs des voûtes en berceau : nous déterminerons ensuite 
la poussée et l'épaisseur des pieds droits; puis nous passerons 
aux voûtes en dôme, en suivant le même ordre que pour celles 
en berceau. 

Les voussoirs peuvent être sdlliekés par des forces de différentes 
espèces : nous examinerons ce problème général clans un autre 
article. Pour aller du simple au composé, nous commencerons par 
le cas le pins ordinaire, celui où les voussoirs ne sont soumis 
qu'à l'action de leur propre poids. 

a. Solution pour le cas ou les voussoirs ne sont soumis qu'a faction 
de la pesanteur. EFFE', EFMN, FFIOTÎ', («g. 0 «ont trois coins 
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pesans, sans frottement; les deux derniers reposent sur les deux 
plans inclinés et symétriquement placés MN , M'N', et le premier 
• repose entre les deux autres : on demande l'équation d'équilibre 
entre ces trois coins. 

Soit aM Je poids du coin EFF'E', N celui de chacun des deux 
autres; * l'angle aigu NRV formé par le joint NM avec la verti- 
cale VR; * l'angle aigu formé par le joint EF avec la verticale. 
Soit VT une perpendiculaire élevée sur le milieu de EF, V le 
point où elle repcontre la verticale passant par le centre de gra- 
vité du coin V, et T le point où elle rencontre la montée pro- 
longée ou la verticale passant par la clef. 

Le poids du coin intermédiaire, ou la force aM, peut être sup- 
posée appliquée au point T de sa direction, et décomposée en 
deux autres égales TK, TK' : de même la force IV peut être sup- 
posée agir au point V de sa direction, et décomposée en deux 
autres, l'une VI, perpendiculaire au plan MN et détruite par ce 
plan , Vautre \h , directement opposée à la force TK. Il faudra 
donc , pour l'équilibre, qu'on ait TKss VA : cherchons l'expression 
de ces deux lignes. 

Si la force aM est représentée par Tt, et si on mène l'horizon- 
tale Kg , on verra aisément qu'on a TK = tK; T^ = M; 

KT« = RfT = 90°— «; tKg=a} d'où l'on tire TK=JJL. On 

trouvera de même, que dans le triangle Vvh, on a (en faisant 
.V? = N) V?A=90«— «î i>VA=ro/>'-r-a; ^V=s — «; d'où l'on 

tire Vfe= v L'équation d'équilibre devient JlE2^=:-*-, 

ain(« — •*) » » 6io(.— *) «a»' 

d'où il est aisé de tirer Mtang« = (M-f-N) tang .(i). 

Si, au fièu de chercher l'équilibre entre trois coins, nous eussions 
regardé la montée TO comme un plan inébranlable , et cherché 
l'équation d'équilibre entre les deux coins S5TE, EFMN, retenus 
entre les plans SS' et MN , il est évident que nous serions arrivés 
à la même équation (i). Cette équation exprime donc la relation qui 
doit toujours exister entre les masses M, N de deux portions de 
voûte SSTE, EFMN , et les angles ce et s, quelles que soient d'ail- 
leurs les figures de l'extrados et de l'intrados, du moins tant que la 
voûte n'est soumise qu'à la force d« la pesanteur. 
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Comme rien jusqu'ici ne détermine la grandeur du coin EFNM, 
on peut supposer que l'autre SS'FE demeurant le même, N de- 
vienne N-f-AN, et tangt devienne tang£-{-Atang«. Alors l'équa- 
tion (i) se change en i 

M(langiH-Aung<)= (M + N + AN)tong*, 

de laquelle retranchant l'équation (i) on tirera 



Celte équation (a) exprime la relation entre la masse AN d'un 
voussoir quelconque, et l'incrément ou accroissement fini A(tangt), 
qui est donné par l'angle que forment les deux joints qui terminent 
ce voussoir. Si la matière de la voûte est homogène, on pourra 
prendre pour M et N les aires au lieu des poids. L'équation (a) 
peut servir à déterminer par points, soit l'extrados, soit l'intrados, 
quand on connaît l'un des deux. Mais nous exposerons plus bas 
un moyen plus commode , qui consiste à calculer la longueur de 
chaque joint. > 

Après avoir considéré une suite de coins ou voussoirs d'une 
grandeur finie, il faut passer au cas où ces voussoirs étant infini* 
ment petits , la suite des joints forme une courbe d'intrados et une 
courbe d'extrados. Soit (fig. a) MN un joint quelconque faisant 
avec la verticale un angle c ; mn t un autre joint infiniment proche j 
SP= x y PM =J, les coordonnées du point M. En imaginant un 
autre joint fixe EF et désignant par M la masse du coin SSTE , 
par N celle du coin variable EFMN, et par * l'angle formé par le 

joint EF, on aura tang«=^: l'équation (i) deviendra 
M^ = (M-f-N) tang« (5): 

• 

ce sera l'équation de l'intrados , en observant que N est une fonc- 
tion de Xyjr t qui doit être donnée, soit par la position de l'ex- 
trados, s'il est connu, soit par tonte autre condition de la question. 

On peut trouver encore une équation plus simple pour caracté- 
riser l'état d'équilibre. Si le voussoir N est très-petit, ce qu'il faujt 
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supposer pour passer du polygone à là courbe, ou a N = <fltf et 
lang i = taug et + d. tang* : faisant ces substitutions dans 1 équa- 
tion (i) , elle devient 

Ung* "~" (f.tang* \.4y> 

propriété' très-remarquable. Cette dernière équation étant écrite 

ainsi : ^ = Ta^T* et "^grée, donne logMsa log tanga-f-logc; 
d'où 

n^z = c ( 5 > 

Cette équation fournit cette autre propriété remarquable, savoir, 
que l'espace M compris entre l'intrados et l'extrados est toujours 
quarrable puisqu'il est égal à ctang«, et que le rapport de cette 
aire à la tangente de l'angle correspondant <t est invariable. Ces pro- 
priétés nous seront utiles par la suite. Nous ferons voir que la 
M 

<Juatl,ilé Û^Z «P rim e k poussée horizontale de la demi-voùte. 

Il reste à trouver la longueur d'un joint de lit quelconque. En 
conservant les notations du n° précédent, et nommant de plus 
l'arc SM=zs , R le rayon de courbure MI du point M de l'intra- 
dos, et K. la grandeur cherchée du joint MN, on aura l'angle 
Mlm = de; Mm=dsz=Rdi (en appelant i le rayon des tables)'- 
l'arc NL décrit du point I comme centre (R4-K)A. 

En remarquant que le triangle NnL est infiniment peut du second 
ordre, on trouvera que la surface du petit voussoir MN/wn est 

K**V(R-H K). Mais l'équation (2) donne </N=M [ Mdt 

tairç« tanea-cos*»' 

or <*N est aussi l'aire du petit voussoir MTW Égalant les deuk 
caressions de cette aire, et résolvant l' équation qui en résulte, on 

en tire K==— R + |/ t _^L-_- j . R . > 0 u en mettant pour 
cos* 6 sa valeur j^r » et remplaçant par la lettre c la quantité cons- 

v ».K--à+.l/|^5. 

On peut dès à présent déterminer la constante c, en observant 
qu'à la clef, on a dtszdjr, et qu'en appelant * l'épaisseur SS' de 
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la voûte en ce point, ou doit avoir aussi K=*. Soit doncr ce 
que devient Rà la clef, ou trouvera C=A*4-ar*, et Ton aura 
finalement 

K = -R + |/(*" + arf)£+R. (6) . , 

Cette équation (6) fournit le moyen le plus simple de construire 
l'extrados quand on connaît l'intrados. 

On peut avoir besoin de connaître la nature de l'une des deux 
courbes d'intrados ou d'extrados, quand on connaît l'autre : je vais 
chercher les relations qui existent entre les coordonnées de l'une 
et celles de l'autre. 

5. Relations entre les coordonnées de t intrados et celles de t ex- 
trados. Soit (fig. 5) SQ = x' et QN=y, deux coordonnées rec- 
tangulaires de l'extrados. Ayant mené la verticale MH, on aura 
MH = x — HN=/— j; MN = K. En comparant le triangle 
MNH avec le triangle infiniment petit formé par dx t dy , ds qui lui 
est semblable , on trouvera aisément les deux équations suivantes : 

Éliminant K entre ces deux équations et l'équation (6), on 
aura les deux suivantes : 

(/ —f)àr — (* —*)dx = o. ( 7 ) , 

Par le moyen de l'équation de l'intrados, y =f(x), on fera dis- 
paraître des équations (7) et (8), dy, dx t ds et R, ainsi que ji 
on aura alors deux équations entre x, styf % desquelles élimi- 
nant x, il viendra l'équation cherchée de l'extrados entre x' et /, 
il est évident que le problème sera toujours possible. 

Si au contraire on connaît l'extrados et qu'on demande l'intrados, 
il faudra éliminer xf et y des deux équations ci-dessus et de 
y^JX*') '• il viendra* une équation différentielle du second ordre 
entre x et y, qu'il faudra intégrer deux fois : on aura deux cons- 
tantes nouvelles d et c', outre c qu'il fout remettre dans l'équa- 



Digitized by Google 



DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. 7 
tîon (8) à la place de Af-H ar*. On déterminera ces trois constantes 
par les condition», i\ qu'on ait x=o, quand 7=0; a», qu'on ait 

j?=o, quand jcr=o; S*. x=a, qaand jr=b. On voit qne le second 

problème est toujours plus difficile que le premier , et permet de 
remplir certaines conditions ; tandis que le premier est déterminé 
et algébrique. 

4- Solution plus générale. Dans les articles précedens, les vous- 
soirs n'étaient soumis qu'à la seule action de leur propre poids. 
Les formules que nous avons trouvées suffisent pour déterminer 
l'intrados par l'extrados, et réciproquement. 

Mais les voussoirs peuvent être soumis à d'autres forces que celles 
de la pesanteur. .Nous allons résoudre le problème général, en sup- 
posant les voussoirs soumis à -deux espèces de forces, les unes nor- 
males, les autres verticales, et toutes deux variables pour chaque 
point de l'intrados. On peut ramener à ce cas tous les autres. 

Première solution. Quelles que soient la grandeur et la direction 
des forces qui agissent sur la voûte, on peut toujours la concevoir 
composée de trois coins EFNM, ETN'M', EFET* (fig. 4), dont 
les deux premiers sont égaux et symétriquement placés. L'équilibre 
devra avoir lieu non-seulement entre ces trois coins, mais encore 
entre les parties ou voussoirs qui composent chaque coin : de plus, 
Téquilibre devra encore subsister, si on fait varier de grandeur le 
coin du milieu et les deux adiacens, ou seulement les deux coins 
extrèmea par la variation des plans MN, MTJ' le coin EFET' res- 
tant le même. Nous allons employer ce dernier principe,, comme 
«'tant plus simple. 

Soit « l'angle formé par la verticale avec le joint 6xe EF, t ce- 
lui que fait la même verticale avec le joint MN variable de position, 
P la force normale et variable qui presse chaque point de l'intra- 
dos , et Q la force verticale et variable de grandeur seulement qui 
agit sur le même point. Quelles que soient les grandeurs et les di- 
rections des forces P et Q qui agissent sur le coin intermédiaire EF, 
leur résultante, que j'appelle aM, sera nécessairement verticale et 
passera par la clef. 

Si on élève sur le milieu de EF, une perpendiculaire qui ren- 
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contre en T la montée prolongée, ex qu'o. décompose le' force 

TÏw, Utr n 8 TK * TR '' " faudra '«deux forces 
soient detnates par celles qui agissent sur les deux coins sur les- 

quels repose celui du milieu. ^ 

m£°ff Y \ vf U,lanlC ^ n^ 8 ,eSforCe8 *"* sur le coi» 

M3NFE, et V le point ou elle est rencontrée par TV; si on la dé- 
compose en deux autres, Tune VI perpendiculaire au plan MN 
par lequel elle sera détruite, et l'autre VH, il faudra, pour VéaJi 
libre , qu'on ait VH = TK. 

Nous avons vu, article a, qu'on a TK = * . re8le à imnc 
l'expression de VH. * 

Je décompose la force normale P qui agit sur chaque point de 
1 clément ds de l'arc EM, et qui est T>ds 9 en deux, l'unVhori- 
«mtale, qu'on verra être ou Vdx; l'autre verticale, qui 

seraJP^/La somme des premières qui agissent sur l'arc fini ME 
est/P^:; celle des secondes est/Pdjr; ces intégrales étant censées 
pnses depuis le point E jusqu'au point M. 

Quant aux forces Q, leur résultante pour l'arc ME sera/tyfc. 

Puisque nous avons représenté par Vv la résultante unique des 
trois groupes de forces ci-dessus, si on construit un parallèle- < 
gramme sur cette ligne, comme diagonale, et dont les côtés soient ' 
lun horizontal, l'autre vertical, on aura Vjc = CVd* 

Soît prolongée Vr jusquVm/, on aura les angles VI/==c— A ; ' 
ÏY/=9o«— 1 } rfv — gor—f/furssa; on trouvera ' f v = JT . * 
,/== «"tf*."* V= 5$^; d'où l'on conclut aisément 

»»n(i— «j • , ■ :.T :«)•»■— . : 

Telle est l'équation d'équilibre qui , par de simples transforma- ~ 
uons, se met d'abord sous la forme suivante : 

5^ ( cos « tang £ - sin «) = fVdj + ung f /P ^. 

Pour 
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Pour faire disparaître le signe /*, el éviter l'indétermination du 
point E , d'où se comptent les intégrales, il faut différentier deux 
fois de suite l'équation ci-dessus, en se rappelant que M et * sont 

constans. Mettant ensuite pour tangs sa valeur ^ , on arrive 
à l'équation ^ ^--^^ + rf ^-^^ +P i x=0 , à laquelle 



on donne la forme suivante, plus commode , en y introduisant le 
rayon de courbure R = . » 

a (pr |) + a (8«£) + va*= o. ..... . . (9) . 

Pour faire usage de l'équation (9), il faudra y substituer pour P 
et Q leurs valeurs données par la nature de la question, et pour R 
une des valeurs suivantes, que l'on choisira de manière a avoir 

l'intégration la plus simple, savoir, R= ZTd^Fy i R=- 



Rcîr 5 D ds 3 D dxds dyds . , 

fait constant dx > ou djr } ou ds. 

5. On trouverait une autre solution, en suivant une autre marche; 
On pourrait chercher l'équation d'équilibre, en considérant le 
Youssoir du milieu comme étant d'une grandeur finie, mais variable 
et terminé par les coordonnées x et regardant les voussoirs 
voisins comme infiniment petits, et serait variable et l'on aurait 
6=ot4-/i* ; Yx=Vdx ', Vr=z?dy + Qds. Les forces /Pdx se dé- 
truiraient pour les deux moitiés du voussoir du milieu ; l'on aurait 
Tt = nfVdjr-)-2fQds : en se conduisant comme dans la première 
solution, faisant attention que cos<&t=i; sinda—da, et reje- 
tant les différentielles des ordres supérieurs, on trouve l'équation 
suivante : 



d (PR £) + d (QR = P^ + Q*. . . . . ; . 
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Cette équation est plus composée que l'équation (9), sans êlrê 
plus générale : elle donne les mêmes intégrales dans les appli- 
cations. 

6. Troisième solution. En considérant la courbe cherchée comme 
un polygone d'une infinité de côtés, on en prend trois consécutifs, 
ab t bc t crf(fig. 5 et 6), et supposant les forces appliquées aux 
angles, on décomposera celles qui sont appliquées à un même 
angle , chacune en deux autres dirigées suivant les deux côtés de 
cet angle: alors la condition générale de l'équilibre, est que pour 
chaque côté intermédiaire, tel que bc (fig. 5), la somme des forces 
qui agissent de b vers c soit égale à la somme de celles qui agissent 
de c vers b. 

Cela est fondé sur ce qu'en supposant trois voussoirs quelconques 
renfermés enlre deux plans immobiles, ils doivent encore être en 
équilibre par l'effet des forces qui leur sont appliquées. 

Ici les forces P appliquées aux angles b et c partagent ces 
angles en deux parties égales, et les forces Q sont parallèles à 
l'axe des x. La force normale qui agit au point b sur tous les points 
de l'élément <&, est Vds : la force verticale est Qds. Ces forces se- 
ront, pour le point c, <&(P-f-</P) et <&(Q-f-<^Q), en supposant d$ 
constant. 

Nommons S<]=x ; qa=y; ab=zds; b/=Vds. Décomposons la 
force bf en deux autres, suivant les côtés du polygone. L'angle de 
contingence abc formé par les côtés du polygone sera exprimé 

par ^ en appelant R le rayon de courbure. Donc l'angle de con- 
tingence beé sera R f^ - 

Cela posé, en se rappelant que la résultante et les deux com- 
posantes sont représentées en grandeur , chacune par le sinus de 
l'angle formé par les directions des deux autres, on aura sxn gbe f 
où sinabc : ûnfbg :: Vds : bc-, donc en faisant attention que l'angle 

fbg est droit, ona|:i::P^ :ie = PR. Par une décomposi- 
tion et un raisonnement semblables pour le point c, on trouvera 
CK = (P+<*P) (R-f-rfR). 

Décomposons pareillement les forces Q ou bk ( Gg. 6. ) [pour 
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.éviter la confusion dans la figure (5)] en deux autres dirigées sui- 
vant les côtés du polygone. Nous aurons sinià/,' ou.sinoés, ou 

sin M : sin*M ou sinafy :: Qds : bi, ou ~:*::Qdi:^=^. 

On trouvera de même pour le point c, siumcb : sin mcn t ou 
slnz'çf, ou sin — ic^) :: ds(Q+dQ): C o. Or 

sin (bc/—bc7f)= sin^'cos ica'—sin bcz'cosbcf = ^±** 
("parce que le cosinus de Acs'est censé égal au rayon) : donc 

Substituant dans l'équation d'équilibre be-\~biz=.ck+co les va- 
leurs de ces forces, on a 

équation qui n'est autre chose que celle-ci, en rejetant comme 
il convient les différentielles des ordre» supérieurs, 



*(PR) + < 2 ^)-Q<fe=o (u). 

Celte dernière équation revient au même, et donne les mêmes 
résultats que l'équation (9) de la première solution, quoiqu'elles 
se présentent sous des formes différentes. Cette différence tient à 
la manière dont les forces ont été décomposées. L'équation de la 
première solution devra être préférée comme donnant des inté- 
grales plus commodes, lorsque les- forces P seront nulles: ce sera 
le contraire quand les forces Q seront nulles, et l'équation fn) 
sera préférable. * ' 

7. Belation entre la grandeur du joint et le poids qui presse Vin- 
trados. Quand on connaît l'intrados , et qu'on demande l'extrados , 
on peut toujours le tracer , comme nous avons vu par l'équation (6) 
du n" a, s'il n'y a que des forces verticales, et c'est toujours le 
moyen le plus simple. Cependant, on peut avoir besoin de connaître 
la loi des forces Q qui agissent sur chaque point de l'intrados, les- 
quelles sont proportionnelles aux aires des voussoirs, et non pas 
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aux grandeurs K des joints : il est donc à propos de chercher la 
relation entre R et Q. 

Dans l'équation (9) du n* 4> la quantité Q exprime le poids qui 
presse chaque point du petit arc ds de l'intrados: le poids qui presse 
cet arc est donc Qds; mais ce poids n'est autre chose que celui du 
voussoir lui-même, ou de son aire ; or l'expression de celte aire est 

(n* a) ^ (aR-f-R) : on en conclut 

Ji(aR-f-K)=Q (.a). 

Au moyen de celte équation , lorsqu'on connaîtra le rayon R de 
courbure de l'intrados, pour un point quelconque de la courbe, 
et l'une des deux quantités R ou Q, on trouvera l'autre. 



8. Nous avons déjà dit que l'aire de toute voûte équilibrée est 
quarrable. L'équation (9) du n* 4 fournit une expression simple 
de cette aire. En effet quand les forces P sont nulles, cette équa- 
tion (9) se réduit a un seul terme, et intégrant elle devient 

5^! = C / .. .(a). Pour déterminer la constante C, il faut remar- 
quer qu'à la clef on a djr=ds\ R=r;Q=<7, et que l'équation (ia) 
donne 7=^ (ar-f-*); d'où l'on conclut C':=£*(ar-f- *). Substi- 

tuant cette valeur de C, et pour R sa valeur JT\ aan8 l'^" 

quation («), elle devient Q<&e=jA(ar-f- k)d ^, et intégrant on a 

/qds = aire = M = i A(ar-f- k)^ (i3), 

intégrale qui n'exige pas de nouvelle constante. 

L'équation ^-^=C trouvée dans le n* a, aurait conduit au même 
résultat. 
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SECTION II. 

Applications pour construire Fextrados quand on connaît tintrados. 

9. l'intrados étant elliptique , trouver l'extrados. 

Soit pour intrados une ellipse surhaussée (fig. 7) , et surabaissée 
(fig. 8), dont la montée est a, et la demi-base b; son équation sera, 

b 

dans les deux cas, ^ = ~ V 2 ax ~~ x * '• on trouvera 

' _ _ à 1 . a* 

Ces valeurs étant substituées dans l'équation 

K = -R-f- + ai*) y +K', 

feront connaître K , et serviront à construire par points l'extrados; 
On observera que l'épaisseur K de la voûte va en augmentant de- 
puis la clef jusqu'aux naissances où elle est infinie. A la rigueur , et 
abstraction faite du frottement , on voit qu'il ne serait pas possible 
de mettre le voussoir des naissances en équilibre avec les autres. 
Dans la pratique , le frottement s'oppose au glissement de ce der- 
nier voussoir. 

10. L'intrados étant circulaire, trouver î 'extrados. Il suffit de faire 
b = a dans les expressions du n° précédent, et l'on trouvera 

* — 

On tire de cette expression une construction simple que voici : 

Menez (fig. 3) les horizontales Ss, SVj et ayant décrit un demi- 
cercle sur Ks' comme diamètre, portez S* de / en IV', puis faites 
RN = RN'; le point N appartiendra à la courbe de l'extrados. On 
répétera la même opération pour chaque voussoir. 
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Si l'on veut connaître la nature de la courbe d'extrados rapportée 
à des coordonnées rectangulaires x' et f y comme dans le n 4 3 , on 
aura ici ipoury=f(x) , l'équation y = \'zax — ~x* , et en se con- 
duisant comme il est prescrit dans le numéro cité , on trouvera 
l'équation suivante : 

Il faut remarquer ici, comme dans le n* précédent, que la gran- 
deur K des joints va sans cesse en augmentant depuis la clef, ce qui 
explique pourquoi les berceaux cylindriques d'épaisseur égale se 
rompent ordinairement vers les reins. On doit en conclure que 
dans la construction on ne doit pas négliger de fortifier ces ber- 
ceaux depuis le voussoir, de 45* environ jusqu'aux naissances. 

il. L'intrados étant parabolique, construire l'extrados. 

Soit l'intrados une parabole dont l'équation eslj'sszpx : on aura 

Substituant ces valeurs dans l'équation (6), et faisant attention qu'on 
a ici r=:\p, on trouvera 

K . _ <&tÛ? + m * +p) + ( <, +py) i. 

ap* ap* 

Remarquons que , dans le cas présent , K va en diminuant sans 
cesse depuis la clef jusqu'aux impostes , tandis que c'est le con- 
traire lorsque l'intrados est un demi-cercle. 

Si nous avions cherché la relation entre x' et y , nous serions 
arrivés à une équation très-compliquée du quatrième degré. La 
figure 9 représente la voûte dont nous venons de trouver l'extrados. 

M. Bossut (Dynamique, Équilibre des Fouies), a donné à sa 
figure analogue plus d'épaisseur aux naissances qu'à la clef, taudis 
que ce devrait être le contraire. L'architecte du Panthéon français 
a commis la même erreur. • 
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12. Voyons maintenant comment les équations (9 et 11) servent 

à trouver la loi des forces ou la loi des poids des voussoirs, quand 

on connaît la nature de l'intrados. 

Supposons , par exemple , que les voussoirs ne soient soumis 

qu'à l'action de leur propre poids. Je fais P = o dans l'équation 

(9), et intégrant, il vient Q = Pour déterminer C, suppo- 
sons <ju a la clef où ds = djr , on ait Q = q t R = r, l'équation 
ci-dessus donnera C= qr, et l'on aura Q = 3L__ = ^«/(j^; 
équation qui donnera la grandeur de la force Q qui sollicite chaque 

point de l'intrados, en y mettant pour 37 ^(^) sa valeur donnée 
par l'équation de l'intrados. 

Si, par exemple, l'intrados est une demi-ellipse dont a soit la 

montée et b la demi-base, on trouvera Q=- , , =. 

Cette expression fait voir que les forces Q doivent augmenter de- 
puis la clef jusqu'aux naissances où elles sont infinies. 

Supposons actuellement les forces Q = o; l'équation (11) étant 

intégrée donne tout de suite P = ^ , et en déterminant C comme 

ci-dessus , on aP = J(^ et r étant les valeurs de P et R à la 

clef) : ce résultat fait voir que les forces normales P doivent être 
en raison inverse des rayons de courbure. Dans le cas de l'ellipse 

ci-dessus , on trouve P =s — 3 ; d'où l'on conclut que 

la pression à la clef est à celle des naissances comme a i . est à b* , et 
que dans le cercle elle doit être constante , résultat qui était connu 

SECTION III. 

Application. Trouver l'intrados quand on connaU la loi 
des forces ou t extrados, 

i3. Le problème de la section précédente est toujours algébrique 
et possible, quand même on n'aurait que l'équation différentielle 
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du premier ordre de l'intrados. Il n'en est pas de même du pro- 
blème inverse qui dit l'objet de la présente section : sa solution 
exige toujours trois intégrations, comme on va le voir dans les 
exemples qui suivent. 

Je vais chercher quelle est la courbe d'intrados quand l'épaisseur 
k de la voûte est infiniment petite. Alors on a M = s , et l'équation 

M = C tang a du n* a , en y mettant ^ pour tang a, devient 

Sdy=cdx : c'est là l'équation de la courbe cherchée, qu'il ne s'agit 
plus que d'intégrer. 

On peut la trouver encore très-simplement d'une autre manière. 
Supposer que le poids M est proportionnel à l'arc S , c'est la même 
chose que de faire constante la force Q qui presse chaque point de 
l'intrados. Si donc on fait P = o , Q = 1 dans l'équation (9) du 

n c 4j et qu'on intègre, on aura ^jj-=C, qui, en y mettant pour 

R sa valeur (^*V ^ eV ^° nt ^ s ~^' d \dy)' ct en mt ^S rant » 

on a, comme ci-dessus, 

sdy = cdx..,. (a), 

intégrale qui n'exige pas de nouvelle constante, parce qu'elle 

s'anéantit d'elle-même à la clef, où l'on a 5 = o : -=- = o. 

9 ' dy 

Pour intégrer l'équation (a) , j'y mets \/ds % — dx* pour dy, et 
fl vient dx = p=== , dont l'intégrale est R+C = Vs' + c% ou 

S = V0*-|-«O* — «*• Substituant cette valeur de S dans l'équation 

cdx 

(a), il vient dy = y^'^^y ^ ^ ont on t* 01 ^ < ï ae l'intégrale est 

y = C — c log {* + C — VCr-t-c')'— c'} (14). 

On détermine les trois constantes, en assujettissant la courbe à 
remplir trois conditions. Par exemple , si le point S doit être la 

clef, on doit avoir dans ce point ^ = o et x = o ; alors l'équa- 
tion en dx et en dy donne Ç = C. Si on veut ensuite que le 

point 
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point S soit l'origine des coordonnées, l'équation (14) devra donner 
x — o et jr = o , et on en tire C = C log C. Par ces substitutions, 
l'équation (14) devient 

* 

Pour déterminer C , il faudra qu'en appelant a la montée et b 
b demi-base, l'équation (i5) donne y=.b quand x=a : par là 

elle devient * = c log « + «-H^+ jg . a faudra déterminer C 

par une espèce de tâtonnement. 

Remarquons que l'équation (i5) est celle d'urne chaînette ren- 
versée , et que l'arc s est rectiûable , puisqu'on a s = \/x % -f- aex. 

Nous avons supposé que les deux impostes étaient a la même 
hauteur : si cela n'était pas, il suffirait d'imaginer la courbe pro- 
longée du côté de l'imposte le plus bas. La clef serait toujours le 
point le plus élevé de la courbe , mais son axe se rapprocherait 
davantage de l'imposte le plus élevé. La détermination de G serait 
un peu différente, mais n'aurait rien de difficile. 

A ne considérer que la solidité de la construction , la chaînette 
est sans contredit la courbe que l'on doit préférer pour les voûtes 
en berceau , puisque si les voussoirs y sont en équilibre , sans la 
secours du frottement et du ciment, cet équilibre s'affermira bien 
plus par le laps du temps. Il est vrai que , quelle que soit la courbe 
de l'intrados, on peut trouver, comme nous avons vu, un extrados 
qui procure aussi l'équilibre ; mais la chaînette a seule l'avantage, 
comme nous le verrons , de comporter une épaisseur uniforme , en 
prenant cette épaisseur moitié en dehors , moitié en dedans. 

L'architecte non géomètre peut , en fixant contre un mur les 
extrémités d'une corde lâche et flexible , tracer l'épure de la voûte. 
Voici les moyens plus exacts que la Géométrie présente. 

a étant toujours la montée et b la demi-base, on calculera d'abord 
la valeur de la constante C , soit par le tâtonnement d'après la 
. dernière équation , soit au moyen de la série suivante 

1 aa aa* a6a* 6aaa 7 

c — F — 55» 45F ~~ 
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que l'on obtient en mettant l'équation sous forme exponentielle ; 
réduisant en série les ternies exponentiels, et déterminant C par la 
méthode du retour des suites. 

Ayant trouvé C , on déterminera la longueur de la courbe par 
l'équation SA = \'*ca -f- a % (fig. 10). Soit « le nombre des vous- 

SA 

soirs , — sera l'arc de chacun d'eux. On fera successivement 
n 

jss— , s = $===— — , etc. dans l'équation x= — c-f- \As*-r-c*> 

et Ton aura les valeurs correspondantes de x, qui, étant substi- 
tuées dans l'équation (i5), donneront celles de y. Enfin, pour 
• avoir la direction des joints , on calculera les valeurs correspon- 
dantes de chaque sous-normale PR ou s par l'équation 

J'ai placé ici une Table qui a pour objet d'épargner presque 
tous les calcula; elle donne les valeurs de s, x y j t s, dans la 
supposition de c = a5. Imaginons qu'on ait tracé sur un carton la 
chaînette représentée par cette Table , en commençant par les va- 
leurs de x et dey; il suffira de prendre une portion plus ou moins 
grande de la courbe, pour avoir l'épure en petit de la voûte pro- 
posée. 

Qu'on veuille , par exemple , faire une voûte dont la montée a 
soit de dix mètres, et la demi-base b de 8 , on aura le modèle de 
cette voûte, en cherchant le point de la courbe pour lequel l'ab- 
scisse SP ou x est à l'ordonnée PM ou j* dans le rapport de 10 à 8. 

On verra facilement que cela a lieu dans la Table , lorsque 
S = 8o, jt = 58, 81,^ = 46, 99. Si l'on prend donc au lieu du 
rapport de dix à huit, celui très-approchant de 58, 81 à 46, 99 
pour le rapport de la montée à la demi-base ; 1 arc SA sera par- 
tagé en 80 voussoirs égaux , et la Table présentera les calculs tout 
faits pour les 80 voussoirs : on pourra les réduire à 40 ou ao ou 
10. 11 est aisé de voir comment il faut se conduire dans tous les 
autres cas. On pourra, pour simplifier, multiplier tous les nombres 

de la Table par j^^, ou 0,1702, et construire ensuite la courbe ; 

alors la demi-base sera 8, et la montée 10,01. 
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Si ï on veut avoir le C qui confient à la chalncltc demandée 
il suffit de prendre pour a et b le premier jc et le premier y de 
la Table corrigée, et d'en substituer les valeurs dans Féquanon 

£ = ^7 — etc. dont le premier terme suffit , à cause de la peti- 
tesse de la première valeur de x. On verra que cela revient à mul- 

Q 

tîpUer le C de la Table, ou a5 par -jg-— , ce qui donne 4,a55. 

Si ou ne trouvait pas dans la Table un rapport asses approche* 
de celui qu'on veut établir entre la montée et sa demi-base , on 
pourrait intercaler d'autres termes entre ceux de la Table, et ap- 
procher de plus près du rapport donné,* mais cela sera presque 
toujours superEu. (Voyez n* 3a.) 
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Table des rapports entre l'arc SM=s, l'abscisse SP=x y l'ordonnée 
PM=y, la sous-normale PR = z, pour la cfiaînette ordinaire 
dont C=25. 



a 


y 


X 


z 


i 


y 




1 


1 


1,00 


0,03 


a5,oo 


a6 


33,73 


11,08 


ai, 86 


9 


a,oo 


0,08 


°4,97 


27 


33,43 


11,80 


31,68 


3 


9 ,99 


0,18 


a4,94 


a8 


34,09 


.3,54 


31 ,5l 


4 


3,99 


o,3a 


»4,9i 


a 9 


34,76 


13,39 


3», 34 


5 


4,97 


o,5o 


34,86 


3o 


a5,4o 


»4,o5 


ai, 17 


6 


5,g5 


0,71 


34,79 


3i 


26,04 


•4,83 


31 ,00 


7 


6,93 


0.96 


a4,7» 


3a 


36,66 


i5,6i 


ao,83 


8 


7,87 


i,a5 


24,60 


33 


37,37 


16,41 


30,66 


9 


8,8a 


1,57 


»4,5o 


34 


37,87 


«7,31 


30,49 


ÎO 


9,75 


i,g3 


34,37 


35 


a8,45 


18,03 


ao,33 


il 


10,67 


s,3i 


a4,a5 


36 


39,o3 


.8,83 


ao,i6 


ta 


11,58 


3,73 


34,13 


37 


39.59 


19,66 


ao,oo 


i3 


»a,47 


3,i8 


33, 9 8 


38 


30,14 


30,49 


ig,83 


»4 


i3,36 


3,65 


a3,86 


. 3g 


3o,68 


3i,33 


19,67 


i5 


«4,a3 


4,i6 


33,73 


40 


3l,33 


33,17 


i9,5i 


iG 


16,07 


4,68 


*3,55 


4» 


3«,74 


33,03 


19,36 


J 7 


i5,go 


5,a3 


33,38 


4a 


3a, a6 


a3,88 


19, ao 


18 


16,7a 


5,8i 


•3,33 


43 


33,77 


34,74 


19, o5 


•9 


17,53 


6,4° 


s3,o5 


44 


33,37 


a5,6i 


»8, 9 o 


ao 


i8,3i 


7,01 


33,89 


45 


33,76 


36,48 


»8, 7 5 


ai 




7,65 


33,7a 


46 


34, M 


37,36 


18,61 


33 


19,84 


8,3i 


33,55 


47 


34,7» 


38,a4 


18,46 


a3 


ao,5g 


8,98 


33,38 


48 


35,i8 


sy,ia 


i8,3a 


H 


a i,3a 


9,66 


aa, ai 


49 


35,64 


3o,oi 


• 8,18 


-* 


aa,o3 


io,36 


aa,o3 


5o 


36,09 


30,90 


18, c5 
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Suite de la Table. 



s 




X 


* 


s 


y 


X 


z 


5i 


56,53 


3 1,80 


«7,9* 


76 


45,77 


55,oi 


i5,o6 


5a 


36,97 


3a, 70 


'7,77 


77 


46,08 


55,96 


•4,96 


53 


37,4o 


33, 60 


17,64 


78 


46,3 9 


56,gi 


»4,8 7 


54 


37,8a 


34,5» 


i7,5i 


79 


46,69 


57,86 


'4,77 


55 


38,^4 


35,4a 


>7>38 


80 


46,99 


58,81 


14,68 


56 


38,65 


36,33 


»7,35 


81 


47,39 


5 9,77 


i4,5g 


5 7 


3g,o6 


37,34 


»7,i3 


8a 


47,58 


60,7a 


i4,5o 


58 


39,46 


38,i6 


17.01 


83 


47,87 


61,68 


i4,43 


5 9 


3 9 ,85 


3.9,o8 


16,89 


84 


48,16 


6a,64 


i4,33 


6o 


4°,a4 


40,00 


16,77 


85 


48,44 


63, 60 


i4,a5 


6i 


4o,6a 


40,93 


i6,65 


86 


48, 7 3 


64,56 


i4,«6 


6a 


4o,99 


4» ,85 


i6,53 


87 


4g,oo 


65,5a 


14,08 


63 


4' ,36 


43,78 


16,4a 


88 


49,38 


66,48 


14,00 


64 


41,73 


43,71 


i6,3o 


89 


49,55 


67,44 


i3,ga 


65 


43,09 


44,65 


16,19 


9° 


49,83 


68,4. 


i3,P4 


G8 




45,58 


16,08 


9» 


50,09 


69,37 


«3,76 


67 


43,80 


46,5i 


>5,97 


93 


5o,35 


70,34 


i3,68 


68 


43,i5 


47,45 


i5,86 


93 


5o,6i 


7 i,3o 


i3,6o 


% 


43^9 


48,3g 


15,76 


94 


5o,8 7 


73,97 


i3,53 


70 


43,83 


49,33 


i5,65 


95 


5i,i3 


73,34 


.3,45 


71 


44, «7 


5o,a8 


i5,55 


96 


5i,38 


74,30 


i3,38 


7* 


44,5o 


5i,aa 


i5,45 


97 


5i,63 


75,>7 


i3,3i 


>3 




5a ,,17 


i5,35 


98 


5i,88 


76, «4 


i3,a3 


74 


45,i4 


53.li 


i5,a5 


99 


5a, i3 


77," 


i3,i6 


75 


45,46 


54,06 


i5,i6 


100 


5a,3 7 


78,08 


i3,o9 
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' Suite de la Table. 

I 



s 


y 


X 


s 


s 


v 


X 




ICI 


5a, Ci 


79, °5 


■ 3,03 
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DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. & 
14. Après avoir tracé la chaînette, il restera à déterminer 
l'extrados : deux partis se présentent : si on le calcule d'après 
l'équation (6) du n° a, l'épaisseur de la voûte ira toujours en 
augmentant depuis la clef, quoique peu sensiblement, ainsi qu'on 
le verra ci-après ; en revanche , la poussée sera un peu moins 
considérable. 

Le second moyen consiste à tracer en dehors et en dedans de 
la chaînette , à la distance £ k moitié de l'épaisseur , deux courbes 
paraJIMes à la chaînette. Ces courbes ne sont point des chaînettes, 
quoiqu'elles aient la même développée qu'elles : elles remplissent 
néanmoins la condition d'équilibre , car il est aisé de sentir qu'en 
prenant des arcs égaux sur la chaînette intermédiaire, tous les 
voussoirs seront égaux en surlace, quoique les trapèzes dont ils 
sont formes soient de figure .différente. Le poids de chaque vous- 
soir sera donc proportionnel à l'arc de chaînette, et la condition 
d'équilibre sera remplie. Il est vrai que la chaînette ne passera 
pas par les centres de gravité des voussoirs , mais cela n'est pas 
nécessaire pour l'équilibre , parce que les joints ont une grandeur 
finie. 

On peut remarquer que les intervalles des joints iront un peu 
en augmentant depuis la clef, sur l'intrados , et en diminuant sur 
l'extrados. Rien n'empêcherait de faire les intervalles égaux sur 
l'extrados ; mais alors le poids des voussoirs irait un peu en aug- 
mentant depuis la clef, ce qui au reste ne nuirait pas à l'équi- 
libre. 

Je vais chercher la grandeur K. des joints, par l'équation (6) du 
n* a , pour le cas où l'on voudrait que l'intrados fût une chaînette. 

On a ici ds= C ; + c) ^ ; cl f = / cdx et l'on trouve 
R = i£^L } d'où pour la clef, r=c. Substituant ces valeurs dans 
^équation (6) qui est K = — R + [S ^'*^ - -f- R', on a 

Si on développe en série le radical de l'expression de K , et 
qu'ensuite on fasse x infinie , on trouve pour K la quantité finie 
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R = k -f- — , qui fait voir que la grandeur K des joints va evi 

augmentant depuis la clef où elle est k. On voit en même temps 
que dans la pratique, lorsque l'iutrados est une chaînette, on ne 
peut donner une épaisseur uniforme à la voûte que dans le cas 

où — est très-petit , résultat qui n'a pas encore été remarque , du 

moins que je sache. 

Ce résultat peut encore se démontrer ainsi qu'il suit : La sur- 
face du voussoir qui est à l'extrémité infinie de la chaînette est 
¥Lds ; la surface de celui qui est à la clef, est (en observant qu'en 

ce point R = c) — ( k -f- ac ). Or dans la chaînette , l'équilibre 

exige que ces deux voussoirs soient égaux en surface ; en les éga- 

lant, on trouve, comme ci-dessus , R = k : -f- — . 

i5. Trouver P intrados qui a son extrados parallèle. Il suffit pour 
résoudre ce problème, d'intégrer l'équation 

en considérant R Comme une constante égale à k. Pour cela, je 
la mets sous cette forme k 1 -f- arU = -t^-. Je mets pour R son 

expression — -gj , dans laquelle ds est constant , et j'ai 
dont l'intégrale est 

k*djr — ïkxdszzz ^ — \-c'ds, ou k'dj*-^-cds* — (2kx+c)dsdy=o. 

On peut dès-à-présent déterminer c', en observant qu'à la clef, on 
doit avoir x = o et djz=ds : cette condition donne c' = k* 4- c. 

Pour intégrer de nouveau , je mets pour ds , sa valeur s/dx % -\-djr* : 
je fais ensuite dx=pdj, et j'ai la transformée 

C+c/>s-(aA*+0 v/H^=o, ou x=^±^-^ («) 

Je 
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Je reprends l'équation dx—pdy ou dj = y> aont l'intégrale 

est y = --f- f^r~- Substituant pour x sa valeur et intégrant, ou 
a, toutes réductions faites , 

y = - jt^+ï* lo « & + v^+?) - • - (*) 

équation à laquelle il n'y a pas de constante à ajouter, puisqu'elle 
donne y = o quand p = o, comme cela doit être à la clef. 

On déterminera la constante C , par la condition que l'équation 
donne x = a quand y = b. 

On construira la courbe au moyen des équations (a et b) , et son 
extrados au moyen de l'équation (6) du n° a , qui donnera K. = k. 
Si on fait k infiniment petit dans les calculs précédens, on retrou- 
vera la chaînette, comme cela doit être. 

On peut se convaincre que l'intrados et l'extrados du présent 
problème, ne sont autre chose que les deux courbes parallèles 
menées à la distance \ h d'une chaînette intermédiaire. 



16. Soit SA la demi-arche d'un pont qui doit être chargée de 
terre jusqu'à l'horizontale S'Q : on demande quelle doit être la 
courbure de l'intrados SA pour l'équilibre. 

(Fig. 11.) Chaque élément Mm ou ds est poussé verticalement 
par un poids proportionnel au rectangle MmqQ supposé homogène, 
dont l'expression, en faisant SS' = *, est (x-\-k)dy. La force Q 

qui agit sur chaque point de Mm, est donc ici (.r-f- k) ^, et l'on 



a d'ailleurs P= o. L'équation (9) du n» 4 se réduit à dQEffi-) =0 : 
intégrant, on a ^ . mettant pour Q sa valeur et 

pour R son expression , il vient (x -{- k) dx =. — ^jjfe » 
dont l'intégrale est \ x* -f- kx -f- c' % = : faisant attention qu'à 

• la clef on doit avoir x =h o ; ds-z=.dy , on en conclut ic* = c* , 
et Téquation ci-dessus devient , en mettant pour ds* sa valeur 

4 
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dx % + 4r*i 4r — ^/J^. a kx > dont on trouve ^t^griie csl 

y + e ' = c log (or H- A •+■ v/ar'-Ha**)- On détermine c', en obser- 
vant qu'on doit avoir en même temps x = o; J = o ; ce qui 
donne c* = c log * , d'où il vient 

y = c log *±i±j£Z±ïïi (0 

On détermine c en assujétissant la courbe à passer par la naissance A, 

OÙ x = a t*jr±b, ce qui donne cz=—^-~^=. 

H j 

En mettant l'équation (c) sous cette forme 

^ = no g ^±i±^Z±iE, 

et en se rappelant que dans la chaînette le rayon de courbure 
est * lorsque 1 équation est y s= * log ^ , on re- 
connaîtra aisément que si on construit la chaînette représentée 
par cette dernière équation, et qu'on multiplie toutes ses ordon- 
nées y par le rapport £ , on aura les ordonnées y de la courbe 

cherchée SA. M. Bossut s'est occupé du présent problème (Dy- 
namique, Recherches sur l'équilibre des voûtes, n* 10); il a fait 
une méprise manifeste , en supposant que la force verticale qui 
agit sur chaque point de la courbe est x -f- k , tandis qu'elle est 

[jc _f_ Je) jjr. L'équation qu'il a obtenue n'appartient pas au pro- 
blème présent; elle donne la courbure d'une corde qui porterait 
en chacun de ses points un poids proportionnel à (x-\-k). On peut 
remarquer en passant combien nos équations (9 et 11) sont plus 
simples et plus commodes pour l'intégration que la formule em- 
ployée par M. Bossut 

Pour obtenir l'équation à laquelle est arrivé ce géomètre, il 

faut intégrer trois fois l'équation d (^^r) = o : on a d'abord 
(x + k)dx ==-_^,. puis l x * + kx^c'^~ : on trouve 
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é = c . et l'on arrive à l'équation dr = c , 

équation qui revient au même que celle de Bossut 

17. Examinons le cas où l'on aurait Q = o et P= f(x) : ce cas 
aurait Jieu , si la voûte devait être chargée d'un fluide pesant , ou 
même d'un sable très-mobile; parce qu'alors le poids du liquide 
agit perpendiculairement à l'extrados, et proportionnellement à la 
hauteur de la colonne du fluide au-dessus du point pressé. 

Faisant Q = o; P = f(x) dans l'équation (11) du n° 6, et inté- 
grant, on a f(ar) = ^: multipliant par dx, et mettant pour 

R, il vient dx.î (jr)=— ^jjL dont l'intégrale est/Hk.f(x)=:c'— 
d'où, en mettant pour ds sa valeur, on tire 



J y/ï—Ç— /Hr.f(x)y 



La hauteur de la colonne du fluide est ici x-^ksst^x) ; de 

plus, l'équation doit donner jc=o quand 3^=0» ou quand dj=d$, 

d'où l'on tire c' = c. Faisant ces substitutions, la dernière équation 
devient 

qui appartient à la courbe appelée élastique , et qui s'intègre par 
des arcs de sections coniques. 

On peut remarquer que si on a A infini dans l'équation (d) , elle 
devient integrabie, et donne un cercle dont le centre est sur la 
montée; car alors le terme — x* s'anéantit vis-à-vis du terme 
— akx. 

Remarquons encore que l'élastique trouvée est la courbe que 
prend un linge chargé d'un fluide ; car alors le linge remplace 
l'intrados, et la pression qui se faisait de dehors en dedans dans 
le cas de la voûte , agit ici de dedans en dehors. 



18. Voici un exemple un peu plus composé, et qui renferme 
à-la-fois les deux précédens. 
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Je suppose que P et Q sont tous deux des fonctions de x et de 
consumes. Je prends l'équation (n) du n* 6, qui étant intégrée , 

devient PR + ^ — fQdx = c. Mettant pour R sa valeur ^ 

dans l'hypothèse de ds constant , et multipliant tout par — dy , U 
vient 

Vdxds 4- Q<£r</r + dyjqdx = — «ty , 
dont l'intégrale est 

ds/Pdx -f- djJK^dx =z — cdj -\- c'ds. 
Mettant pour ds sa valeur , il vient 

Supposons, pour faire une application, que les voussoirs aient 
une épaisseur partout égale , et qu'ils soient chargés d f un fluide dont 
la hauteur SS' (fig. n) au-dessus de la clef soit k : nous pourrons 
supposer, pour plus de simplicité, que l'épaisseur des voussoirs en 
pierres soit représentée par une épaisseur g du fluide ; g vaudra 
a ou 3 ou 4 » etc. , si la densité de la pierre est a fois , 5 fois , 
4 fois celle du fluide. On aura Q=g; P = x + k; JX±dx=gx; 
f?dx = \x*-\> kx. Substituant ces valeurs dans l'équation (e), et 
déterminant c' par la condition que l'on ait à-la-fois x = o et 

jj^ = o , ce qui donne c' = c , on aura 

, dr (ac — aftr — x*) 

équation qui s'intégrera soit par les séries , soit par la rectification 
des sections coniques , et dont on déterminera la constante c, ainsi 
que la nouvelle constante introduite par la dernière intégration, 
par les conditions qu'on ait à la clef ar = o , = o , et aux nais- 
sances x = a, j = b. 

19. Intrados qui a une ligne droite pour extrados. Après avoir 
parcouru quelques exemples dans lesquels il s'agissait de trouver 
l'intrados par la connaissance de la loi des forces, je vais en donner 
un dans lequel on connaît, non la loi des forces, mais la courbe 
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d'extrados. Le problème revient au même dans le fond, mais il 
se présente sous un aspect différent. 

On veut faire un pont ou berceau dont l'extrados qui représente 
le chemin soit une ligne droite horizontale, et dont les voussoirs 
occupent tout l'espace compris entre l'extrados et l'intrados. On 
demande la courbe d'intrados (fig. 12). 

Je prends les équations (7 et 8) du n° 3, auxquelles il faut joindre 
celle de l'extrados f = f(x'), qu'on verra être €/ = x , + k (si 
pour plus de généralité on suppose que la ligne droite de l'extrados 
doive faire avec l'horizon un angle dont la tangente soit €). Je 
substitue pour x" sa valeur €y—k, dans l'équation (7), de laquelle 
ayant tiré celle de y, je la substitue dans l'équation (8) : je quarre 
celle-ci , et j'ai pour l'équation différentielle de la courbe cherchée, 
la suivante 

V dy + Cdx ) ^ dy + Mr dy' ' 

Je me bornerai pour l'intégration au cas où la ligue droite de 
l'extrados doit être horizontale : alors on a £ = o , et l'équation 
se réduit à (x -f- k) % ds -\- 2R (x -f- k) dy ; = cds . 

Mettant pour R sa valeur — , dans laquelle ds est constant , 
il vient ^ — l^îy^l = o , dont l'intégrale est 

log djr — log {(x -f- ky — c} = log c'.ds ; 
d'où Von tire 

dj — c'ds {(i + ^_ c }. 
Je détermine <f en observant qu'à la clef on doit avoir, à-Ia-fbis; 
x = o et dj — ds, ce qui donne <f = Substituant pour ds 

sa valeur \/dx* + dy % , on a finalement , 

équation qui appartient à la courbe élastique. Il n'est pas douteux 
que les ingénieurs devraient adopter cette courbe pour les ponts ; 
elle leur procurerait plus de solidité, et autant d'élégance que celle* 
en usage. 
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CHAPITRE IL 

DE LA POUSSÉE DES BERCEAUX , ET DE L'ÉQUILIBRE 
ENTRE LA VOÛTE ET LES PIEDS-DROITS. 

SECTION PREMIÈRE. 

Notions préliminaires. 

30. Réflexions. Da n s le chapitre précédent , nous avons déter- 
miné les conditions d'équilibre entre les voussoirs d'une voûte en 
berceau ; nous avons appris à déterminer l'intrados quand on con- 
naît l'extrados, et vice versa. Il reste à mettre en équilibre la voûte • 
elle-même avec les pieds-droits qu'elle tend à renverser ou à faire 
glisser sur la plate-forme qui les supporte. 

Ce second problème n'admet pas de solution rigoureuse, parce 
qu'on ne connaît pas au juste la manière dont les voussoirs agissent 
les uns sur les antres ; je m'explique : si les voussoirs étaient sans 
frottement, et équilibrés entre eux d'après les principes du chapitre 
premier, on pourrait par la théorie seule évaluer l'effort que la 
voûte exerce pour écarter les pieds-droits : il est rare que les voûtes 
soient construites d'après les principes de l'équilibre; les voussoirs 
ne se contrebalancent point, le frottement seul empêche que quel- 
ques-uns d'eux ne soient expulsés de leur place par un mouvement 
de dedans en dehors. Le défaut d'équilibre tend à produire un 
autre mouvement auquel le frottement ne s'oppose point. Certains 
voussoirs tendent à tourner sur leurs voisins , comme s'ils étaient 
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liés par une charnière. Cetle rotation se fait à l'intrados pour les 
uns et a l'extrados pour les autres ; ensorte que la voûte s'ouvre 
en plusieurs points de l'intrados et de l'extrados. Ces mouvemens 
de rotation se remarquent très-facilement dans une voûte en petit, 
faite soit avec du bois, soit avec du plâtre. Ils renverseraient pres- 
que toutes les voûtes sans l'adhérence produite par le mortier : cette 
force tient les voussoirs, pour ainsi dire, collés les uns sur les 
autres. 

On sent que ces deux espèces de force , le frottement et l'adhé- 
rence , sont presque impossibles à évaluer ; leurs effets varient à 
l'infini , non-seulement suivant leur intensité , mais encore suivant 
la figure de la voûte. La poussée horizontale qui tend a renverser 
les pieds-droits , est la résultante de toutes les forces ou de toutes 
les résistances qui agissent sur les voussoirs. Il résulte de là que 
le problème de la poussée n'admet qu'une solution approchée , 
puisqu'il dépend de l'arbitraire des données qu'on y fait entrer , 
et de plusieurs circonstances physiques impossibles à évaluer. Je 
rapporterai les différentes hypothèses imaginées jusqu'à ce jour ; 
je les discuterai pour tâcher de distinguer les cas où chacune d'elles 
est préférable ; je ferai voir qu'elles sont erronées , faute d'avoir 
apprécié convenablement les effets du frottement. Pour cela , je 
commencerai par examiner quelques cas d'équilibre, dans lesquels le 
frottement produit des effets qui paraissent des phénomènes con- 
traires aux lois de la statique. 

ai. Effets du frottement. EFFTî/(fîg. i3) est un corps ou coin pe- 
sant qui repose entre les faces inclinées EF , ET', de deux massifs 
EFBCD, E'FU'C'D', lesquels peuvent glisser sur les plans horizon- 
taux CD , CD*, et tourner autour des points C et C : on demande 
les conditions tant de l'équilibre de rotation autour des points C et C, 
que du non-glissement des deux massifs , en ayant égard au frot- 
tement. 

Soit CD = Z, ; ED = H, , et l'angle formé par la verticale avec 
la face EF du coin; aM = poids du coin; N= poids du massif, 

7 = ^^"S °«> en appelant 8, l'angle du frottement <jr=tang 0. 

Soient R et R' les points par lesquels on suppose que le coin 
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touche les massifs ; je mène par ces points deux lignes faisant avec 
EF et ET des angles qui soient complémens de 0 : il est clair que 
si Ton applique en Q une force QR, elle ne glissera point contre 
/a face EF, puisqu'elle fait avec cette face l'angle exigé par la 
grandeur du frottement. Par la même raison, si cette force est 
l'effet du coin, il n'y aura pas glissement contre la face du massif. 
Je décompose la force RQ en deux, l'une verticale RP, qui sera 
égale à la moitié M du poids du coin, l'autre RS, horizontale, qui 
tend à faire glisser le massif sur sa base : c'est cette force Rs'que 
j'appelle la poussée horizontale du coin , et qu'il s'agit de trouver. 

En menant SI perpendiculaire sur EF , cette ligne représentera la 
pression que le coin exerce sur le massif, et RI représentera le frot- 
tement *: on aura RQI=0; QRIœgo 0 — fl; PRI=a; QRPszgo»— a— Q ; 
RP— M: donc RS=tang (go'— 9— a) M=M cot(*+ô). 

Telle est l'expression de la poussée horizontale que j'appellerai F, 
et qu'on peut mettre sous une autre forme, en y mettant * pour 
lang 0. 

f = jic. 1 (.+I) = m^î (l6) 

Pour avoir l'équation de l'équilibre de rotation autour du point C, 
il faut remarquer que la poussée F tend seule à renverser le massif, 
et que deux autres M et N tendent à le faire tourner en sens con- 
traire : il suffit d'égaler le moment de la première à la somme de 
ceux des deux autres. 

Pour avoir la condition de mon glissement du massif sur sa 
base , il suffit de vérifier si la poussée est plus petite que les deux 
poids qui pressent la base, multipliés par le rapport du frottement 
de cette base à la pression. Cela posé, on verra aisément que les 
deux équations ou formules d'équilibre tant de rotation que du 
non-glissement des massifs, sont: 

FH^MZ. + NGl . . 

F<*(M-f-N) ] 

en appelant G la distance du point C à la verticale passant par 1$ 
centre de gravité du massif ; j'ai supposé que le massif, en tour- 
nant, glissait par son angle E sur la lace du coin, ce mû en effet 
ne peut pas arriver différemment. 

II 
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Il faut bien faire atteution que les deux équations (17) sont en- 
tièrement indépendantes l'une de l'autre, c'est-à-dire quelles peuvent 
avoir lieu l'une sans l'autre : la première concerne le mouvement 
de rotation , et la seconde le mouvement de translation , deux choses 
très-distinctes ; et en effet on sent bien que le massif peut tourner 
sans glisser, ou glisser sans tourner. 

La ligne RQ fait avec EF le plus petit angle QRI que puisse 




augmenterait de grandeur ainsi que la poussée, d'autant plus que 
l'angle QRI serait plus grand. Il suit de là qu'on aurait autant d'ex- 
pressions différentes de la poussée qu'on voudrait , en prenant l'angle 
QRI plus grand que le complément de 8. Pour lever l'incertitude , 
il suffit de se rappeler de ce principe, que la pesanteur tend tou- 
jours à produire soit un maximum , soit un minimum : ici , elle 
choisit parmi tous les angles QRI plus grands que 90* — 9, celui qui 
exige la plus petite force Q pour soutenir le coin , et 0 est un 
maximum. 

Au reste , comme il est très-aisé de faire des méprises et d'ar- 
river à plusieurs solutions très-différentes par le principe de la 
décomposition des forces , quoique ce problème paraisse très-simple, 
je vais donner une autre solution qui conduit au même résultat. 

Soit P la pression inconnue que le coin exerce perpendiculai- 
rement en R et en R'; le frottement qui est proportionnel à cette 
pression sera «P. Imaginons en F un Gl attaché au pied-droit ou 
massif, et fixé par l'autre bout en un point quelconque de la face 
du coin. Imaginons, de plus, que ce fil éprouve une tension = ?rP; 
cette tension remplacera l'effet du frottèment. 

Si l'on prolonge les directions des deux fils jusqu'en O , et qu'on 
les compose , il en résultera une force OO' = a*P cos a : cette force 
dirigée de bas en haut, réduit le poids aM du coin à aM— -affPcosa: 
si l'on cherche la pression perpendiculaire, ainsi que la poussée 
horizontale que cette force produit en R, on trouvera que la près- 
sion est ^— — î, et que la poussée est cota (M — ^rPcos*). 

Mais il reste une force dont nous n'avons pas encore tenu compte , 

5 
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c'est l'effet de la tension du cordon sur le point F ; la réaction de 
cette tension y produit, dans le sens BF, une force horizontale 
opposée à la poussée ; son expression est *P sin* : ainsi la poussée 
est cot et (M — *P sin a) — ttP sin <t. 

Il reste à trouver la valeur de P pour la mettre dans l'expres- 
sion de la poussée : or nous avons trouvé ci-dessus J a pression 

valeur de P dans l'expression trouvée ci-dessus pour la poussée, 

on a poussée = F = M cot a — ==l — f expression qu'on 

sin <* -f- t gin * cos * 

ramené aisément à celle de l'équation (16). 

Les figures (14, i5, 16, 17, 18) sont des cas particuliers du même 
problème. Pour simplifier les figures , j'ai remplacé les massifs par 
une verge pesante CR : on voit toujours la direction RQ, suivant 
laquelle le corps supérieur ou coin agit contre la verge. Cette ligne 
RQ fait toujours le plus grand angle RQI que puisse admettre le 
frottement. Dans la fig. 14, les faces du coin sont parallèles et ver- 
ticales, et sans le frottement, aucune verge, si pesante qu'elle fut, 
ne pourrait le soutenir. Dans la fig. i5, les faces du coin sont per- 
pendiculaires sur les verges. 

Dans la figure 16, la même face horizontale repose sur les verges. 

Dans les figures 17 et 18, l'effet du frottement est encore plus 
remarquable; il tend à rapprocher les verges en les faisant glisser 
en C l'une vers l'autre , tandis que dans les cas précédens , elles 
tendaient à s'éloigner. Ici le point T d'application de la pesanteur 
sur le corps supérieur doit être pris en-dessous, et il faut substituer 
à la pesanteur représentée par Tt les deux forces TR, TK/. 

Enfin dans la figure 19 , les verges qui ne peuvent que tourner 
autour des points C et C, y sont attachées , et tiennent par leur 
poids le coin suspendu en-dessous des points d'appui ; ce cas dif- 
fère des précédens , en ce que la pression qui a lieu en R est ici 
produite par les verges, tandis qu'auparavant elle était l'effet du 
coin. Les formules 16 et 17 n'ont plus lieu pour le cas de la 
figure 19. On sent que quand les verges CR, CR', deviennent 
verticales, l'équilibre est impossible, parce qu'il n'y a plus de 
pression ea R. 
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Pour compléter le problème, je vais chercher la formule qui 
convient au cas particulier d'équilibre représenté par la Cgurc ig. 
Il fout concevoir que la partie du poids de la verge CR, qui agit 
en R , soit représentée par une ligne verticale passaut par ce point ; 
et qu'on air» décomposé cette force en deux autres, l'une qui tire 
suivant la verge (laquelle je n'ai point marquée dans la figure pour 
ne pas la compliquer); l'autre RQ, qui fait avec la face du coin le 
plus petit angle RQI que permette le frottement : cette force RQ 
se décompose en deux autres, l'une RP = M, laquelle porte le 
poids du coin ; l'autre, RS, qui, en réagissant contre la verge, opère 
la poussée horizontale du coin. Soit 1RP = a, RQI = ô, on a 
QRP = go 9 — (ô — a), d'où l'on tire aisément 

RS = QP = RP tang QRP, et RS = F = M cot(Ô — a) ; 

et en appelant CD=Z,, RD=H,, G= distance du point C à la 
verticale passant par le ceutre d'inertie de la verge, on a pour 
l'équation d'équilibre , FH, = MZ t -f- NG. 

Pression normale. La pression normale qui a lieu au point de 
contact R , est encore utile à considérer : c'est par elle qu'où juge 
si les matériaux peuvent la supporter sans s'écraser : on a fait pour 
cela des expériences qui font connaître quelle charge chaque es- 
pèce de pierre peut soutenir avant d'en être brisée. La pression 
peut provenir ou du coin ou du corpa qui presse le coin. Voyons 
d'abord le premier cas. 

Si le coin repose sur deux plans fixes, la pression normale est, 
comme nous l'avons trouvée, P = -r—~— : on peut encore 
déduire cette même valeur de la ligne QI (fig. i3); car le triangle 
RQP donne QR^M'+F', et le triangle QRI donne QR = P- 
-f- **P*, d'où l'on déduit aisément la valeur ci-dessus de P. Si le 
coin est un peu trop pesant ou la verge trop faible , l'équilibre est 
détruit , et le coin chasse les corps adjacens. 

Mais si les corps adjacens sont plus pesans que l'exige l'équation 
d'équilibre, ils tendent à faire remonter le coin, et le frottement 
seul s'y oppose. La pression devient plus grande qu'elle ne l'était 
dans 1 ctot d'équilibre : elle n'est plus produite par le coin , mais 
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par les corps adjacens : ce n'est plus l'équilibre qui a lieu ; c'est une 
stabilité plus grande. 

Soit (fig. i3*) CD = Z f , JID = H, , angle C = y. je décora- 
pose le poids N de la verge en deux, l'un agissant en C, l'autre 

agissant en R; ce dernier est ^ = R^ : je décompose cette force 

en deux, l'une Ry, qui sera détruite en C; l'autre Rr, perpendi- 
culaire à la face du coin, et que j'appelle P'. 

Dans le triangle Rpr on a Kpr =90° — y, Rrp =zy — a. , 
j{p — ijS? } d'où l'on tire aisément 



NG 



Z,ùn(y — *) H, cos* — Z,sin«» 

(en observant que taug y = 

Pour s'assurer si c'est P ou P / qui a lieu en R , il ne faut que 
vérifier laquelle est la plus grande. Mais si (fig. i3) le corps N 
est un autre coin, par exemple un voussoir, la pression qui aura' 
lieu en R, ne pourra pas être trouvée par la formule précédente : 
nous verrons ailleurs comment il faut s'y prendre. 

SECTION II. 

Différentes hypothèses sur la poussée. 

a a. Hypothèse du coin de la H ire. Je commencerai par rapporter 
les différentes hypothèses imaginées sur la poussée ; je les discu- 
terai ensuite , pour savoir laquelle on doit préférer dans chaque 
cas. Celle qui fait l'objet de ce n*, a été donnée par M. de la Hire. 

On suppose dans cette hypothèse , que la voûte tend à se rompre 
dans les joints symétriquement placés EF , E'F' (fig. 20), et que 
les deux portions de voûte EFaA , E'FVA' demeurent adhérentes 
aux pieds-droits par l'effet du ciment : alors la partie du milieu 
EFF'E', fait l'effet d'un coin qui agit contre les plans EF, ET', 
pour faire tourner les pieds-droits autour des points fixes C et C. 
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Soit TR une perpendiculaire élevée sur le milieu du joint EF, 
et rencontrant la montée en T : je prends Tt = aM = poids du 
coin EFF'E' ; je décompose Tt en deux autres forces TK , TR' 
j'imagine TR appliqué au point R de sa direction , et ayant pris 
Rr= TK , je Ja décompose en deux, 1 'une Rj horizontale, l'autre 
Kx verticale. 

Soit RR' la verticale passant par R , et GG' celle qui passe par 
le centre de gravité G de la portion de voûte EFaA : cela posé , 
soit prise la notation suivante. 

OA = *, OR' = <7, OG' = D, N = poids de l'espace EFaA, 
RR' = h , AD = H, DC = Z , a l'angle a:RE , formé par le joint 
EF avec celui de la verticale ; / la densité des matériaux des pieds- 
droits , celle de la voûte étant i . 

La force Rs tend à faire tourner le pied-droit autour du point C* 
c'est la poussée horizontale du coin : trois autres tendent à le faire 
tourner eu sens contraire, savoir Rx , le poids N, et celui du pied- 
droit. 

On a Rr=TK = M-J 7 , R*==Mcot«, Rx = M; poids du 
pied-droit =/. H. Z. 

Le moment de la force Ks est M cot*(H-f-A), celui de la force 
Kx est M (b -{- Z — q) ; celui de l'aire EFaA est N/A-f-Z — D). 
et celui du pied-droit est ±/HZ\ 

Égalant le moment de la première force à la somme des trois 
autres, on aura l'équation suivante d'équilibre, qui fera connaître Z 
si H est connu , et réciproquement 

Mcoi«CH+A)=M(*-f.Z-c)+N(*+Z-D)+ 5 /HZ'...(i8). 

Quant à la valeur de l'angle «, c'est à l'expérience à la donner. 
On est en usage d'imaginer un rectangle formé par les lignes OA, 
OS et leurs parallèles : l'intersection de l'intrados par la diagonale 
de ce rectangle, détermine le point E : on sent combien cette rèele 
est arbitraire. 6 

H ne suffit pas, pour que la voûte et les pieds-droits soient en 
repos, que l'équation (,8) soit satisfaite; il faut encore que la voûte 
ne puisse pas glisser sur le pied-droit : cet effet, qui peut avoir lieu 
*i le joint des naissances est horizontal, est empêché soit par le 
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ciment, soit par tout autre obstacle; il faut encore que le pied-drbir 
ne glisse pas sur sa plate-forme. La force qui tend à produire cet 
effet est R* ; celle qui s'y oppose est la somme des poids de la demi- 
voùte et du pied-droit, multipliée par le rapport * du frottement à 
Ja pression. Ainsi on a, pour exprimer qu'il n'y a pas de glissement 
du pied-droit, la condition suivante : 

M cot* <7r(M + N+/HZ) ( I9 ). 

11 faut bien observer que les équations (18) et (19) peuvent avoir 
lieu l'une sans l'autre , et qu'elles sont indépendantes , c'est-à-dire 
qu'il peut y avoir rotation sans glissement, comme glissement sans 
rotation; il faut, pour le repos absolu du système, que les deux 
conditions existent à-la-fois. 

Un savant Géomètre a fait entrer dans cette dernière question la 
considération de la force accélératrice de la pesanteur, qui est 
étrangère au sujet, quand on cherche l'équilibre entre des corps 
pesans qui ne sont animés d'aucun mouvement. 

a3. Hypothèse de la rupture aux reins et a la clef. On suppose 
ici que la voûte s'ouvre vers la clef à l'intrados, et vers les reins 
à l'extrados, comme on le voit en S, F, F' (fig. ai) : les portions 
de voûte SS'FE et SS'F'E', agissent comme deux arcs-boutans qui 
6'appuient l'un contre l'autre en S', et poussent en E et E', les autres 
parties de la voûte supposées adhérentes aux pieds-droits, pour les 
faire tourner autour des points fixes C et C 

Pour se faire une idée nette de la manière dont s'établit l'équi- 
libre entre les quatre corps du système , imaginons par le centre de 
gravité I de la portion de voûte SSTE, la verticale LL', par le 
point S' l'horizontale S'E* ; par le point E, l'horizontale EL et la 
verticale E*E\ Représentons par LL' le poids M dé la parlie de 
voûte SSTE, et 6oit L' le point d'application de cette force : si 
l'on imagine trois autres forces, la première L'E' dirigée de L' vers 
E', la seconde EL appliquée en E , et dirigée de E vers L , la troi- 
sième EE', dirigée de E vers E*, il est évident que ces quatre forces 
seront en équilibre , parce qu'elles auront deux à deux , en sens 
contraire, la diagonale EL' pour résultante : donc la force L'E', 
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prise en sens contraire , est la pression exercéç en S'; donc aussi 
la même force L'E* = LE est la poussée horizontale Es , qui tend 
à reuverscr le pied-droit. Par la même raison , EE* = M est la 
charge ou pression verticale Ex, qui a lieu en E. 

Je prends la notation suivante, SS'FE=M, EEaA=N EE'=/i 
EL= /, OE' = y, OG'=D, OA=A, OS=a, SS'=A, AD=h| 
DC = Z, densité de pied-droit =/, rapport du frottement à la 
presion = nt. 

On aura Ex = M , EE* = a + k — A, E* == ~^ f ; égalant le 
moment de la force Es autour du point C , à la somme des mo- 
yens des forces Ex, N ,fHZ f qui agissent en sens contraire de 
la poussée , on aura , pour l'équation d'équilibre de rotation et 
pour condition du non-glissement des pieds-droits, les formules 
suivantes ; 



M / 

j TÎ=i (*+JI)=M(*+Z_ 7 )+N(i+Z-D)+i/HZ- 

ÏTi=ï<*(M+N+/HZ). 

L'emploi de ces formules exigerait qu'on connût la position du 
joint de rupture EF , laquelle dépend de la figure de la voûte et 
de plusieurs circonstances physiques. Il parait, par quelques expé- 
riences rapportées par M. Perronnet, que dans les ponts très- 
surbaissés, le joint de rupture est placé près des naissances. 

34- Formules générales pour les berceaux équilibrés. J'ai déjà dit 
qu'abstraction fcile du frottement , les berceaux équilibrés admettent 
une solution rigoureuse du problème de la poussée. Je vais cher- 
cher dans cet article les formules qui conviennent à cette espèce 
de voûte parfaite : dans une autre section , j'aurai égard au frot- 
tement, et cette théorie ne laissera plus rien à désirer. 

Quand un berceau est équilibré, aucune force ne tend à déran- 
ger les voussoirs de leur place; et si l'on opposait de bas en haut 
perpendiculairement aux deux joints des naissances, deux forces* 
passant par les centres de gravité des voussoirs , toute la voûte se- 
rait soutenue par ces deux forces : ce sont ces deux forces q U » 
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tendent à renverser les pieds-droits; on peut donc considérer toute 
la voûte comme un seul coin qui repose sur les impostes : cette 
seuie considération suffit pour faire voir que la formule que nous 
cherchons est comprise dans celles du n° aa, en plaçant le joint de 
rupture aux naissances. Mais de nouvelles considérations conduisent 
à des formules plus simples et plus commodes. 

Nous avons vu qu'en appelant * l'angle forme par un joint avec 
la verticale et aM la masse du coin, la poussée horizontale de ce 

coin est^^. Nous avons démontré n» 8, que l'aire du berceau 
est toujours quarrable, et qu'elle est M = (r*-f. f k*) ~ (en appe- 
lant k l'épaisseur de la voûte à la clef, et r le rayon de courbure 
de l'intrados en ce point) : donc, puisque tang« = -5^ , l'expres- 
sion de la poussée est^r-f-i**, c'est-à-dire qu'elle est la même 
pour une portion quelconque de voûte , propriété très-remarquable 

». . . , M r/M , , 

que fait aussi voir i équation = -j- trouvée dans le n* a. 

* * tanget a tang a. 

Il suit de ce principe que la poussée du petit voussoir élémentaire 
de la clef, est la même que celle de la voûte, ce qui pourrait 
paraître étonnant. 

La poussée tangentielle du coin s'exerce perpendiculairement au 
joint Aa ( fig. 9) , et passe par le point £, centre de gravité du 
voussoir des naissances. _______ 

On a A^R^-R^VC 2 '*** 1 )^-*-*' [fy le n» a, 

équation (6)]; Ag= 5 ^+^' , et ÀR' = D' = A6 si n a = A £ ^. 

Cette valeur de D' est rigoureuse ; mais on sent que dans la pra- 
tique on pourra presque toujours foire , sans erreur sensible , 
iy = ïAa. on a aussi ÉR' = AC cosa = A'. 

En se conduisant comme dans le n' aa, on trouvera facilement 
les formules suivantes : 

(A'-f-H)(ar* + *.) == i( a rAH-^)tangct(Z-D')4-/HZ'n , . 
arA-M*<*[(arA-M*) tang et + a/HZ)] 

Ces formules sont simples et générales ; elles s'appliquent à 

toute 
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toute espèce de voûte équilibrée. Je ne sache pas que personne 
les ait encore données. 

Observons que si l'épaisseur de la voûte était très-petite, ensorte 
qu'on pût regarder les poids des voussoirs comme concentrés sur 
l'intrados, et qu'on cherchât l'équation d'équilibre dans l'hypothèse 
des arcs-boutans du n* a3, on arriverait aux mêmes formules. Dans 
ce dernier cas , il faudrait préalablement chercher le centre de gra- 
vité de la demi-voûte, et l'on trouverait que sa distancé à la montée 
est b — a cota. 

SECTION m. 

Théorie nouvelle et plus rigoureuse de la poussée, en ayant égard 

au frottement. 

a5. Réflexions préliminaires. Dans la théorie du coin, on suppose 
que la poussée oblique ou perpendiculaire à la face du coin, s'exerce 
toute entière pour renverser le pied-droit : ce principe est évi- 
demment faux quand on a égard au frottement ; car on a vu , n* ai , 
qu'un parallélipipède pouvait, par l'effet du frottement, être retenu 
en l'air par le moyen de deux verges appuyées contre ses faces ver- 
ticales; ce qui serait évidemment impossible sans le frottement. Nous 
avons vu, .dans ce même article, que le frottement diminue la pous- 
sée horizontale du coin , et nous avons trouvé l'équation d'équilibre 
qui en résulte. La théorie de cet article est entièrement applicable 
au problème de la poussée des voûtes : il suffit de regarder la verge 
qui soutient le coin, comme représentant le massif du pied-droit 
augmenté de la portion de voûte qui lui est supposée adhérente.' 
11 ne reste plus qu'à trouver quelle est la portion qui doit former 
le coin : c'est à celte recherche que je vais me livrer. 

Je distingue trois espèces de voûtes en berceau, ou même quatre. 
La première comprend celles dans lesquelles le voussoir de la clef 
chasserait ses voisins sans le frottement ; je les appelle voûtes à 
clef-prépondérante. La seconde espèce comprend les voûtes dont 
la clef serait expulsée par les voussoirs voisins, sans le frottement; 
çe sont les voûtes à clef en défaut Enfin la troisième espèce est 
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celle des voûtes équilibrées) dont chaque voussoir, sans l'aide du 
frottement , est en équilibre avec ses voisins. 

Dans la première espèce, la poussée , exercée par la clef, est 
égale à la pression qu'elle éprouve , et elle se transmet toute en- 
tière aux naissances : si on la compose avec le poids du reste de 
la demi- voûte, la résultante passe au-delà du point € de la fig. 9, 
et quelquefois au-delà du point a : dans ce dernier cas , la voûte 
serait renversée, si le frottement ne diminuait la poussée de la clef. 
Dans la seconde espèce la poussée, exercée par la clef, est plus 
faible que la pression qu'elle éprouve par le reste de la voûte : c'est 
cette pression qui réagit aux naissances, et qui opère la poussée de 
la voûte. Si on compose la poussée de la clef avec le poids du 
reste de la demi-voûte, la direction de la résultante passe entre 
le point € et la verticale du centre de gravité de la demi-voûte : 
Dans les voûtes équilibrées, la poussée de la clef, égale à sa pres- 
sion, se transmet toute entière aux naissances : si -on la compose 
avec le poids de la voûte , la résultante passe par le point €. 

Imaginons une voûte équilibrée, et retranchons, par la pensée, 
un certain poids à chaque voussoir, excepté à celui de la clef: la 
voûte deviendra de la première espèce ; la clef sera prépondérante 
ou par excès ; la poussée de la clef sera la même qu'auparavant ; 
seulement la charge verticale de la voûte sur les pieds-droits sera 
diminuée : or, avant la soustraction des poids , la poussée hori- 
zontale de la clef était celle de la voûte elle-même, et elle était 
égale à celle d'un autre coin quelconque. Depuis la soustraction 
des poids, cette poussée de la clef, qui est encore celle de la voûte, 
est devenue un maximum : donc on a la poussée des voûtes de 
la première espèce, en -cherchant celle de la clef, qui est un 

- 

Actuellement, faisons le changement inverse. Imaginons qu'on 
ait retranché un certain- poids au voussoir de la clef d'une voûte 
équilibrée, sans rien ôter aux autres : la clef tendra à être expulsée; 
on aura une voûte de la seconde espèce; la poussée contre les 
pieds-droits ne sera plus l'effet de la clef, mais de tous les autres 
voussoirs. Plus le coin sera grand , plus sa poussée sera grande ; 
on aora donc la poussée de la voûte , en la considérant toute en- 
tière comme un seul coin : cette poussée sera encore ici un maximum. 
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Ainsi , dans les deux premières espèces , la poussée de la voûte 
est égale à celle du coin qui exerce la plus grande : dans les voûtes 
équilibrées , elle est constante ; l'expression de cette poussée est en 

général -• Dans la première espèce , M est le çlus petit vous- 

soir AM de la clef; et si on. le suppose infiniment petit, ce qui 

est plus commode et revient sensiblement au même, la poussée 

j • ^. <M 

de la voûte sera , . . 

a , tang « 

Dans les voûtes de la seconde espèce, M embrassera la demi- 

M 

voûte, et la poussée sera 

Dans les voûtes équilibrées , M est arbitraire , et la poussée est 

. M aM rfM 
indifféremment • . ou — , ou v ■ -— . 

Dans ce qui précède , j'ai eu en vue les voûtes les plus ordi- 
naires ; cependant il peut arriver que le coin qui exerce la plus 
grande poussée ne soit ni le voussoir de la clef, ni la voûte en- 
tière : dans ce quatrième cas , il faut recourir au principe , que 
la vraie poussée de la voûte est la même que celle du coiu qui 
exerce la plus grande , et chercher préalablement le point de l'in- 

trados qui détermine ce coin, en employant l'équation ^ tang ^ ) <>• 

Ce qui précède servirait à résoudre ce problème : Étant donné 
une voûte qui repose sur un plan horizontal sans frottement, trouver 
sa poussée, c'est-à-dire la force horizontale qu'il faudrait employer 
de dehors en dedans contre les voussoirs des naissances , pour em- 
pêcher que la voûte ne se désempare. 11 faut voir à présent si l'ad- 
dition du pied-droit peut changer la théorie précédente. 

Concevons toujours la voûte composée de deux parties , l'une 
aM formant coin , l'autre N réunie de chaque côté au pied-droit : 
je dis que la poussée horizontale du coin se transmet toute entière 
au centre C de rotation du pied-droit , comme elle se transmettait 
au point a de l'extrados, quand il n'y avait pas de pied-droit. En 
effet, si l'on imagine au point C deux forces, l'une verticale de bas 
en haut et égale au poids de la demi-voûte réuni à celui du pied- 
droit , l'autre horizontale , de dehors en dedans , et égale à la poussée 
•du coin; il est clair que le système des forces sera en équilibre. La 
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force verticale est constante , mais la force horizontale est variable 
et dépend du coin ; c'est cette force variable qui tend à renverser 
le pied-droit dans presque tous les cas ; je ne dis pas toujours , 
parce qu'en effet il peut arriver que le pied-droit soit renversé par 
une force plus petite : ceci mérite d'être éclairci. 

La plus grande poussée que je représente par F, est bien la force 
qui tend à faire glisser le pied-droit ; mais s'il existe une autre force 
ou poussée horizontale F* qui , sans être aussi grande que F, ait 
néanmoins un plus grand moment relativement à ceux des trois 
forces verticales qui tendent à faire tourner en sens contraire , ce 
sera F' qui , agissant avec plus d'avantage , renversera le pied-droit. 
Ces deux effets, le glissement et le mouvement de rotation autour 
du point C , sont entièrement indépendans ; le premier est produit 
par la force F , le second par F'. Si l'on calculait Z de manière à 
mettre le pied-droit en équilibre avec le coin qui a produit F, il 
n'en serait pas moins renversé par la force F' provenant d'un coin 
de moindre poussée , mais qui agit plus favorablement. Quant à ce 
second coin qui produit F / et qu'il n'est pas moins essentiel de 
connaître, on l'obtiendra en cherchant le maximum de Z dans l'équa- 
tion d'équilibre de rotation , en y faisant varier a : cela est encore 
fondé sur ce principe , que la pesanteur qui tend toujours à produire 
)e plus grand effet possible, doit, pour le renversement, employer 
le coin le plus favorable. 

Ainsi , le coin de plus grande poussée opère le mouvement hori- 
. zontal ou le glissement , et cependant il existe ou peut exister un 
autre coin qui rende Z maximum et opère le renversement. Voilà 
deux principes qui donnent deux valeurs différentes pour Z, si on 
les emploie isolément à la détermination de et. On sent néanmoins 
que le problème ne peut avoir qu'une solution : on concilie les deux 
principes de la manière suivante. 

C'est bien toujours la plus grande poussée F qui opère le glisse- 
ment : je dis de plus à présent qu'elle opère aussi le renversement, 
et voici comment il faut concevoir la chose. La force F, qui n'opé- 
rerait pas le renversement si elle agissait sur le joint du coin dont 
elle émane , se transmet à un autre joint qui doit être celui par 
lequel elle peut renverser le plus large pied-droit. Ce troisième 
joint dont j'appelle a', fangle , doit donc rendre Z un maximum , 
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mais en regardant F comme constant. 11 faut imaginer quatre joints 
de rupture symétriquement places, savoir, deux dans chaque moitié 
de la voûte : le coin compris ordinairement entre les deux jointe 
les plus élevés , produit la plus grande poussée ou Z ; cette force 
n'agit pas dans ces deux joints , elle se transmet aux deux qui sont 
inférieurs, contre lesquels elle opère , avec le plus grand avantage 
possible , le renversement des pieds-droits. 

J'ai dit que la plus grande poussée se transmet toute entière au 
point C ; ensorte que si Ton appliquait en ce point deux forces , 
l'une verticale et égale au poids de la demi-voûte augmenté du 
pied-droit, l'autre horizontale, dirigée suivant CD, et égale à la plus 
grande poussée , le système serait en équilibre : mais si l'on appli- 
quait à la clef une force horizontale et égale à la plus grande 
poussée, l'équilibre subsisterait encore. Il suit de là que non-seu- 
lement la plus grande poussée se transmet au point C , mais encore 
qu'elle réagit sur la clef et y opère une pression égale. Les mêmes 
raisonnemens prouvent que la plus grande poussée est une force 
constante qui de proche en proche se transmet à tous les voussoirs 
sans rien perdre de son intensité. En quelque point M qu'on la 
suppose appliquée , il faut toujours que son moment à l'égard du 
point C, soit égal au moment de la partie supérieure M , qui repose 
en ce point plus à celui de la partie inférieure N augmentée du 
pied-droit. La question est réduite à savoir quel est ce point 
qui facilite le plus le renversement ou qui exige le maximum 
de Z. 

Tels sont les principes de la théorie que j'ai développée dans les 
articles suivans, et qui bannit l'arbitraire dans la position du joint 
de rupture. La règle de pratique suivie jusqu'ici n'était fondée sur 
aucun principe; elle ne pouvait pas même être déterminée par l'ex- 
périence , à cause du nombre et de la variation des élémens qui 
déterminent la position des joints de rupture. 

Dans ce qui précède , je n'ai point considéré le frottement .- il 
faudra examiner les modifications qui en résultent ; c'est ce que je 
vais faire dans les articles suivans, en distinguant toujours les quatre 
espèces de voûtes. 

Enfin , après avoir trouvé les formules dans la double hypothèse 
du coin avec ou sans frottement, il faudra chercher dans l'hypothèse 
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des arcs-boutans , quel est le joint qui produit le pins grand effet et 
la plus grande poussée horizontale en C. La valeur de Z qui en 
résultera sera encore un maximum. Si elle surpasse le maximum 
donné par l'hypothèse du coin , il faudra la préférer ; car la pe- 
santeur produira trois joints de rupture , savoir , un à la clef et 
les deux autres symétriquement placés , plutôt que deux seule- 
ment , si ce mode de rupture doit lui faire produire un plus grand 
effet. 

£n étendant ce principe , on serait conduit à supposer cinq joints 
de rupture plutôt que trois ; mais on sent que les difficultés du calcul 
surpasseraient bientôt les forces de l'analyse ; d'ailleurs je ferai voir 
qu'il n'y a réellement que deux hypothèses. 

» 

a6. Formules générales dans l'hypothèse du coin avêc frottement. 
Je vais appliquer les principes du numéro précédent à la recherche 
des formules générales , lorsqu'on a égard au frottement. 

En comparant la fig. i3 avec la fig. ao, on voit que le cas 
d'équilibre traité dans le n* ai , est précisément celui d'une voûte 
dont la partie EFF'E' agit comme un coin pour renverser le reste 
de la voûte, supposé adhérent au pied -droit. Je rappelle ici la 
notation que je conserverai toujours, à moins que je n'avertisse du 
contraire. 

Je fais (fig. ao) , AO= b t OS = *, SS'=*, OR'=y, RR'=A, 
OG'=D, AD=H,DC=Z, SS'FE=M, EFaÀ=N, M-f-N=S, 
SP = x, PE — f , SE= s , a = angle du joint quelconque EF 
avec la verticale ; R = rayon de courbure du point E ; r = rayon 

de courbure de l'intrados au point S ; m = 5,1416 = ' d; am ^ tre ~ '» 

* = f p r "â™n nt ' ® = an §l e d u frottement, ou tang fl = ic ; F = pous- 
sée horizontale produite en R par le coin; et (fig. a5)Oa=a 
+ = (X=£'; AR'=iyj CR' = À' ; Àa = K;/= densité 
du pied-droit. 

Cela posé , en comparant les quantités analogues et correspon- 
dantes dun' ai avec les données précédentes , on reconnaîtra qu'il 
faut substituer dans l'équation (17) du n* ai , ( H -f- h) pour H, ; 
-la quantité ( A-f- Z— q) pour Z, , et pour NG moment du massif, la 
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somme N (b -f- Z — D ) -f- i/HZ» des momens du pied-droit et de 
la portion de voûte adhérente. 

Par ces substitutions dans les équations (17 ), on a pour les 
formules de l'équilibre de rotation et du non-glissement des pieds- 
droits f 

(H + h) F -f- M? -f-ND = bS -f- SZ+ i/HZ\ ... 1 
F<*(S+/HZ) 

En supprimant le terme y HZ , on a la condition du non-glisse- 
ment de la voûte sur le pied-droit 

Remarquons d'abord que les équations (aa) reviennent au même ; 
quand « =0 , que les équations (18) et (19) du n* aa , ainsi que cela 
devait être. 

Pour passer à la discussion des équations (22) , il faut préalable- 
ment rappeler quelques principes. Le frottement absorbe une partie 
de la poussée horizontale qu'un coin quelconque produirait sans 
cette résistance : il opère un effet de plus ; il change la grandeur du 
coin de plus grande poussée et celle du coin du plus grand renverse- 
ment; mais cela n'empêche pas que les choses ne se passent comme 
nous l'avons exposé dans l'article précédent. 

Observons d'abord que l'équation (23) est censée ne renfermer 
d'autres variables que « et Z , puisque M, N, q , D , h sont des 
fonctions de * données par l'équation de l'intrados. 

La première chose à faire , c'est de chercher l'angle et .du joint 
de plus grande poussée : il faut pour cela employer l'équation 

d¥ = o ou (n'ai), <*.M cot(*-f-fl)=o (23). 

La seconde opération consiste a chercher le maximum de Z. Si 
ên substituait la valeur de « dans l'équation (22), la valeur de Z 
qu'on en tirerait > ne serait pas un maximum ou pourrait n'en être 
pas un , quoiqu'elle correspondit au maximum de la poussée : ce ne 
serait qu'une première valeur approchée de Z. 

Si on égalait à zéro la différentielle de la valeur de Z donnée 
par l'équation (22), on aurait, après avoir éliminé a /une autre 
valeur de Z qui serait un maximum , mais" qui ne correspondrait 
pas au maximum de la poussée } on aurait une seconde valeur plus 
approchée pour Z. 
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Enfin, on aura le vrai maximum cherché de Z, en observant 
qu'il s'agit de trouver le point d'application dans lequel la force 
constante F s'exerce avec le plus davantage contre le pied-droit. 
Or, Z sera un maximum si le premier membre de l'équation (22) 
en est un ; car si on faites = o dans le second membre, il s'anéantit 
De plus il suffit, pour que ce premier membre soit un maximum 
qu'on ait l'équation ' 

Vdh+d(VL q )+ ^(ND)= o. (34), 

puisque F est constant. Substituant dans l'équation (22) la valeur 
de * donnée par l'équation (24) , on aura le maximum cherché de Z, 
c'est-à-dire la vraie solution, la plus rigoureuse qu'on puisse désirer 
puisqu'elle remplit la double condition de procurer le maximum de F 
et celui de Z. 

La solution rigoureuse comprend , comme on voit, deux parties * 
savoir : i* trouver F par l'équation (23); 2' trouver Z par les équa- 
tions (24) et (22). 

Pression. Il est essentiel dans la science de la construction; 
de savoir quelle pression éprouve chaque voussoir, afin d'en con- 
clure s'il pourra supporter, sans en être écrasé , la pression trouvée 
par le calcul. 

Nous avons vu (n* 21) que lorsqu'un coin repose entre deux 
plans inclinés fixes , la pression qui a lieu dans le contact est 
M 

iin « + «• coi « : cela n a P Iu8 lieu dans v °ùte, parce <P»e la pres- 
sion n'est pas toujours l'effet du coin supérieur, mais quelquefois 
celui de la partie inférieure de la voûte. Si l'on appliquait deux 
forces au joint des naissances , l'une verticale et égale au poids de 
la demi-voûte, l'autre horizontale et égale à la plus grande poussée Fs, 
si en même temps on appliquait à la clef une force horizontale = F j 
il e6t évident que la demi-voûte serait en équilibre avec ces trois 
forces. On voit, comme je l'ai déjà dit, que la poussée réagit. contre 
tous les voussoir» , et qu'il en est de même de la force verticale et 
égale à S dont je viens de parler. Il suit de là que chaque joint est 
sollicité à la fois par deux forces , l'une F horizontale , l'autre M 
verticale poids des voussoirs supérieurs , ainsi que par deux 
autres égales et directement opposées , d'où résulte l'équilibre et la 

pression. 
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pression. II faut calculer l'effet des forces F et M perpendiculaire' 
ment au joint : la somme des deux pressions partielles sera la pres- 
sion totale et cherche'e P> 

La pression partielle produite par F sera F cos a; celle provenant 
de M sera M siu a : on aura donc la somme 

F cos * -f- M sin a = P (a5). 

Celte formule, en y mettant pour F et 'M leurs valeurs, fera con- 
naître la pression P qu'e'prouve un joint quelconque : elle fait voir 
que cette pression est F pour la clef et S pour le voussoir des nais- 
sances , si la ligne des naissances est horizontale. 

La pression P est , comme on voit , variable pour chaque joint ; 
cela donne lieu à un problème curieux et utile , celui de savoir 
quel est le joint pour lequel P est un maximum , et quelle est alors 
la valeur de P. 

On trouvera l'angle «t du joint en question, en égalant à zéro la 
différentielle de la valeufde P , prise en regardant F comme cons- 
tant , et en y mettant pour M sa valeur donnée en fonction de » , 
par la figure de la voûte , et l'on aura 

Mcota— F-f-^=o. ...... ,( a 5'). 

Ayant trouvé et par l'e'quation (35*), et ayant substitué sa valeur dans 
l'équation (a5), on aura le maximum de pression P. 

37. Formules dans ? hypothèse des arcs-boutons. J'ai dit qu'après 
avoir cherché Z dans l'hypothèse du coin avec frottement, il fallait 
la chercher dans celle des arcs-boutans : deux principes qui ont 
servi de base à la première recherche , s'appliquent encore à la 
seconde. i°. Il faut trouver l'arc qui s appuyant d'une part à la clef 
sur l'extrados, et d'autre part par son extrémité inférieure sur l'in- 
trados , exerce la plus grande poussée, a*. Cette poussée se trans- 
mettant et réagissant dans tous les voussoirs , il faut trouver le point 
d'application où elle produira le plus grand effet , c'est-à-dire le 
maximum de Z. Ainsi on doit avoir, comme dans l'hypothèse du coin 
avec frottement, dZ =o et dS =j o. 

7 
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U est évident, en reprenant lequation (20) du n* 23, qu'on a 

* f = -£Lj (*«)• 

On remplira donc la condition dF = o par l'équation suivante 

M/ 



Quant à la seconde condition tfL = o, on observera , comme 
dans le numéro précédent , qu'en cherchant le maximum de Z , il 
faut faire F constant. On verra ensuite que l'équation (20) est la 
même que l'équation (22) , avec celte différence seulement que la 
lettre F , qui dans les deux hypothèses représente le maximum de 
la poussée , n'a pas la même valeur dans toutes deux , quoiqu'elle 
soit constante dans les deux cas. 

La marche à suivre dans l'hypothèse actuelle est donc la même 
que dans la précédente , ainsi que la formule des équations. Seu- 
lement il faut observer que le plus souvent la valeur de F sera ici 
un peu plus difficile à trouver , et que de plus le frottement n'entre 
pour rien dans le calcul. 

Formules # approximation. 

28. Dans les deux numéros précédens , j'ai donné les moyens 
d'approcher de la vraie valeur de Z, autant que la nature du pro- 
blème parait le comporter. Les calculs à faire peuvent paraître longs 
et même surpasser la portée de la plupart des Architectes. Je 
vais essayer , dans cet article , de donner des formules d'une appli- 
cation plus facile et suffisantes pour les besoins de la pratique , 
sauf à recourir aux articles précédens, quand on aspirera à plus 
de précision. 

Je reprends l'équation (22) que je mets sous la forme sui- 
vante , qu'on verra revenir au même, en retournant à la notation 
convenue. 

(H -f- h') F-f-r h -A')F — M Çb — f-f-D' ) — N (b — D + IX) 
= S(Z— D'-K/HZ» 

Maintenant je remarque que le terme (A — h') F exprime le 
moment de la poussée F pour faire tourner (fig. 20) et (fig. 25) , 
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la partie de voûte EF«A, autour du point 6, du joint des nais- 
sances ; que le terme — M(£ — y-f-D') est le moment de l'aire 
SSTE , et le terme — N ( b — D D 7 ) celui de l'aire EFaA pour 
faire tourner autour du même point en sens contraire. Si les deux 
derniers momens ne l'emportaient pas sur le premier, l'équilibre 
serait détruit , et la voûte renversée ; donc les deux momens qui 
ont le signe moins , surpassent le premier qui est positif : or la 
variation de Z ne dépend que de celle des trois termes ci-dessus ; 
donc Z sera un maximum quand la somme de ces trois termes sera 
un minimum, c'est-à-dire zéro. 

Au reste cette conclusion n'est vraie qu'en négligeant l'effet du 
ciment qui peut rendre une partie de la voûte adhérente à un certain 
point aux pieds-droits : c'est pour cela que la conclusion que j'ai 
tirée n'est qu'une approximation. 

Je fais donc égale à zéro la somme des trois momens ci-dessus , 
ce qui réduit l'équation (a) à la suivante : 

(H +/»') F=S (Z-D-) + i/HZ- (*). 

Nous serions arrivés à cette dernière équation par le raisonnement 
suivant : Si l'on appliquait au point € deux forces , Tune verticale 
= S , l'autre horizontale = F , la voûte serait en équilibre : donc la 
voûte reproduit en sens contraire contre le pied-droit auquel elle 
tient par le frottement, les deux forces ci-dessus. Si on égale le 
moment de F autour du point C , à celui de S augmenté de celui du 
pied-droit , on retrouve 1 équation (b). 

On aperçoit que le second principe qui nous a fait .trouver l'équa- 
tion (b) , n'est autre chose que l'hypothèse des deux arcs-boutans 
embrassant chacun la demi-voûte. Ainsi les deux hypothèses rentrent 
l'une dans l'autre , quand on fait la somme des trois momens ci- 
dessus égale à zéro. 

Cette même supposition donne la valeur de F : en effet , elle 
exprime l'état d'équilibre de la voûte : cet équilibre doit donc avoir 
lieu quand la poussée est appliquée à la clef. Or , à la clef on a 
M = o, Ns=S ; égalant à zéro les trois momens pour ce point , on a 

*- a+i k-h ' ( c )> 

en observant qu'alors h= a-f- ± L 
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11 ne reste plus qu'à substituer cette valeur de F dans l'équa- 
tion (b); mais il y a quelques observations à faire : cette valeur de F 
n'est pas sa vraie valeur, mais seulement la limite qu'elle ne peut 
excéder; car cette vraie valeur peut être moindre sans qu'il y ait 
renversement. C'est ce qui arrive quand la somme des trois moraens 
dont nous avons parlé est négative. Par exemple , si l'extrados est 
une ligne droite horizontale , on a a -+- \ h ; — A= o , d'où F infinie. 
11 suit de là que la limite trouvée pour F s'écarte trop de la vérité , 
quand la voûte est très-aplatie. Nous allons chercher une autre 
limite qui , combinée avec la première, donnera toujours un résultat 
suffisamment exact. 

J'ai déjà dit que sans le frottement et l'adhérence, toutes les 
voûtes non-équilibrées s'écrouleraient : voyons leurs effets sur la 
poussée. 

On a F=>Mcot(*-r-ô); quand fl = o, onaF = Mcot*, et 
à la clef , dans les voûtes de première espèce , F = dM . d cot a == f , 
quantité finie. La valeur de F est souvent si grande alors , qu'elle 
renverserait la voûte sur le pied-droit , comme nous le verrons dans 
le berceau circulaire. Le frottement seul s'y oppose ; car quand ô 
n'est pas xéro , on a à la clef F = o. Le maximum de F n'a plus lieu 
en ce point ; il s'en éloigné suivant la nature de la voûte et la gran- 
deur du frottement : on explique par là pourquoi les voûtes non 
équilibrées ne sont pas toutes renversées. 

Dans les voûtes de la seconde espèce , le maximum de F aurait 
lieu aux naissances sans le frottement , et la partie supérieure de 
la voûte serait expulsée par la réaction des voussoirs inférieurs. 
Le frottement fait remonter le joint de plus grande poussée, et en 
diminuant la valeur de F, il empêche l'expulsion de bas en haut des 
voussoirs supérieurs. 

Comme l'expression de la poussée est différente dans les quatre 
espèces de voûte , il est utile de savoir distinguer à laquelle des 
quatre espèces un berceau proposé appartient. 

Il faut concevoir qu'on ait construit sur la même épaisseur k de 
la clef, un extrados qui rendtt la voûte équilibrée : s'il embrasse 
l'extrados proposé , le berceau est de la première espèce ; s'il en est 
embrassé, le berceau est de la seconde espèce ; si les deux extrados 
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onfondent , le berceau est évidemment équilibré : enfin , s'ils se 
coupent , le berceau est de la quatrième espèce. On a un exemple 
de cette quatrième espèce , lorsque l'intrados est circulaire et que 
l'extrados étant parabolique, s'éloigne depuis la clef. 

Dans la première espèce , quand on néglige le frottement , la 
valeur de F est facile à trouver. En effet , on a 8 = o ; F =M cot a ; 

rfF=J(Mcota=2 = _^L-. Mais on a <*M = ^ ( 2r+k) ; 
rf.Ung « z=d (tjj) et r, dont l'expression générale est- 



devient, quand ds = djr, r = %x\ ' ce ^ donue 
M =>tr-r-i*»s=F.... ..;v.. .(d). 



*-(£)' 



d tang « 

C'est une autre limite de F dans la première espèce de voûte, 
puisque le frottement a été négligé. La limite analogue pour la 
seconde espèce est F s= S cot « , en entendant ici par a l'angle du 
joint des naissances. 

En résumant tout ce qui a été dit dans cet article , on trouve le» 
formules suivantes. 

Formules pour la première espèce de berceaux. 

* ( r + ïk) (H+ A') = SZ + f/HZ> }. . . ..(a8). 

S * + °* ( < * (S +/HZ ). 



On emploiera la première des trois équations plutôt que la seconde? 

Si *^?\"^ S < kr~{- 1 k> ; e* vice-versâ : cela est fondé sur ce 

que la plus petite des deux limites de F est la plus proche de la vraie 
valeur. 

La troisième équation exprime la condition du non-glissemen\ 
des pieds-droits sur leur plate-fbrme : on cboisira aussi la première 
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expression du premier membre de l'inégalité , quand on fera usage 
de la première équation pour déterminer Z. 

Enfin , si la voûte est très-aplatie , on fera h' = o , D' = o dans la 
première , si elle doit être employée f parce que le mouvement de 
rotation se fait autour du point A. 

Formules pour les berceaux de la seconde espèce. 

Scot a(H + A')=S(Z— iy)-f-i/HZ\ \ (29). 

S y , ou S cot et < * ( S -H/HZ ) ) 

11 faut faire la même distinction que ci-dessus pour le choix entre 
la première et la seconde. 

Observations. Tout ce que j'ai dit dans l'article précédent s'ap- 
plique également aux voûtes équilibrées. Cependant lorsque l'épais- 
seur est très-petite , ou que les poids des voussoirs sont supposés 
concentrés sur l'intrados , il n'y a plus lieu de chercher le point 
d'application de la poussée F pour rendre Z un maximum , parce 
que la somme des trois momens dont j'ai parlé pour faire tourner la 
demi-voûte autour du point £, est une quantité constante qui devient 
ïéro quand on y fait F = c ( voyez n° 24). Ainsi , pour les voûtes 
équilibrées , on peut prendre pour formules d'approximation, celles 
du n* 24. 

Quant aux voûtes de la quatrième espèce , on pourra employer 
celles rapportées ci-dessus pour la première et la seconde espèce. 

H est eneore une observation générale à faire. 11 n'existe de 
maximum pour Z , c'est-à-dire un point d'application plus favo- 
rable à la poussée , que dans l'hypothèse où l'on suppose une partie 
de la voûte adhérente au pied-droit ; mais quand on considère la 
demi -voûte comme ne formant qu'une seule pièce , le point 
d'application est indifféremment à la clef ou aux naissances. Il 
vaut mieux choisir ce dernier point , ainsi que je l'ai fait , parce 
que l'équation d'équilibre est plus simple qu'elle ne le serait en 
choisissant la clef. 
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Récapitulation. La première chose à faire , c'est de connaître 
la valeur de 8 ou la grandeur du frottement. Dans les pierres de 
taille , le rapport ts du frottement à la pression , est environ ± ; 
mais comme dans la construction il peut se glisser du sable 
entre les voussoirs , ce qui diminue le frottement , il sera plus 
convenable , et en même temps plus prudent de faire K = ~ , 
valeur qui convient aux corps passablement polis : cela donne 
0 = 18*26' nonagésimaux. 

Substituant cette valeur de 9 dans l'équation (a3) , ainsi que celle 
de M donnée en fonction de * par l'équation d'intrados , on aura 
la valeur de a qui détermine le joint de plus grande poussée. Re- 
mettant cette valeur de a dans l'équation (2 3) , on aura celle de F. 
Enfin mettant dans l'équation (a4) la valeur de F et celle de S donnée 
par la figure de la voûte , on aura Z. 

Il faut observer que la valeur de F est aussi celle de la pression 
qui a lieu à la clef , chose essentielle à connaître , puisque c'est 
par elle qu'on saura si la pierre dont la résistance est censée connue 
par l'expérience , peut soutenir, sans s'écraser, la pression qu'elle 
éprouve à la clef. Quant à celle qui a lieu aux naissances et à la 
base du pied-droit , elle n'est autre chose , dans le premier point, 
que le poids de la demi-voûte ; et dans le second , celui de la demi" 
voûte augmenté du pied-droit. C'est faute d'avoir calculé cette 
pression que les colonnes du Panthéon-Français se sont écrasées 
dans leur circonférence , ce qui les a fait affaisser. Enfin il faudra 
chercher par la formule (25'), la position du joint qui éprouve 
le maximum de pression et la valeur de ce maximum , afin de con- 
naître la plus grande pression qu'aura à supporter le v^ussoir le 
plus pressé. 

Apres avoir trouvé le maximum de Z dans l'hypothèse du coin 
avec frottement, on pourra le chercher dans celle des arcs-boutans 
du n* a3. Pour cela , on emploiera le procédé du n' 27. Ou choi- 
sira alors le plus grand des deux maxima de Z fournis par les deux 
hypothèses. 

Si la voûte est très-surbaissée , l'hypothèse des arcs-boutans 
pourra donner le plus grand des deux maxima. M. Perronnet a 
observé que dans les grandes arches très-surbaissées , il se faisait 
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trois ruptures , la première à l'intrados de la clef, les deux antres 
près des naissances à l'extrados. 

U est en effet difficile de concevoir que les pieds-droits puissent 
éprouver le plus petit mouvement de rotation , sans que la voûte 
s'ouvre à la clef. Dans l'hypothèse du coin sans frottement , on est 
obligé de supposer dans le contact des deux joints de rupture un 
petit globule mouvant par lequel se transmet la poussée. Hors ce 
cas , on ne peut se dispenser d'admettre le frottement, ou bien il 
faut renoncer à l'hypothèse du coin. 

Dans la section suivante , les applications que je ferai achèveront 
<Tcclaircir la théorie. Je terminerai celle-ci par une remarque impor- 
tante ; c'est qu'il n'y a réellement que deux hypothèses , celle du 
coin et celle des arcs-boutans. En effet , si on suppose un nombre 
pair de joints de rupture , il n'y en aura point à la clef ; deux joints 
symétriquement placés , formeront toujours un coin ; un de ces 
coins sera celui de plus grande poussée ; cette plus grande poussée 
sera celle qui se transmettra au centre de rotation du pied-droit 
et qui réagira à la clef; il faudra ensuite chercher son point d'ap- 
plication le plus favorable pour avoir Z : c'est précisément en quoi 
consiste ma théorie. 

Si on suppose un nombre impair de joints de rupture, il s'en 
trouvera un à la clef. Chaque moitié de voûte sera partagée en 
arcs-boutans. La poussée qui aura lieu dans un point de rupture 
pourra être regardée comme provenant de la réunion des arcs supé- 
rieurs dont le plus élevé butte à la clef. Il existera un maximum de 
poussée qui sera encore celui qui opère le renversement. Il faudra 
ensuite chercher son point d'application , puisque cette poussée se 
transmet et réagit dans tous les points : on aura ainsi le maximum 
de Z. U est donc vrai qu'il n'existe , comme je l'ai dit , que deux 
hypothèses différentes. 11 ne doit pas paraître moins évident que le 
renversement se fera par celle des deux qui offrira le plus de facilité 
à la force de la pesanteur. 

Au reste tout ce que je viens d'exposer dans cet article suppose 
qu'on peut trouver la vraie valeur de Z; mais il faudrait pour cela 
que le ciment fût susceptible d'appréciation , et que l'action du 
frottement fût bien connue*; comme rien de tout cela n'a lieu , il 
s'ensuit qu'il faut renoncer à trouver la vraie valeur de Z , et se 

contenter 
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contenter de la limite fournie par l'équation (a8) ou (aq), el D ar 
celles des n°» 26 et 27. ™ 

Dans le u* 28 , la demi-voûte est censée agir d'une seule pièce • 
dans les articles 26 et 27, on a supposé que la poussée provenait du 
coin ou de l'arc capable d'exercer la plus grande , et de plus que la 
voûte s'ouvrait dans le joint qui favorise le plus le renversement 
tandis que la partie inférieure restait adhérente au pied-droit • ce 
ne sont là que des hypothèses que beaucoup de causes accidentelles 
peuvent détruire ; elles ont toujours l'avantage de bannir l'arbitraire 
dans la position du joint de rupture et de fournir des limites de Z 
suffisantes pour la pratique. 

SECTION IV. 

Applications à différentes espèces de voûtes. 

29. Berceau cylindrique. Comme dans les hypothèses des arcs- 
boutans et de la Hyre , on a besoin de connaître le centre de gravité 
dune partie de la voûte dont je suppose ici l'épaisseur constante, ie 
commence par ce problème préliminaire. 

Il s'agit de trouver la position du centre de gravité d'un espace 
ou portion de couronne circulaire EFaA ( fig. 2S) formé par deux 
arcs de cercle concentriques et par deux portions de rayon 

J'imagine cet espace décomposé en trapèzes infiniment petits, tels 
que ÀA«fc. Le. centres d'inertie de tous ces petits trapèVes seront 
places sur un arc de cercle KL qui sera également chargé partout 
du poids de ces trapèzes. La question sera réduite à trouver le centre 
d inertie G de cet arc KL, lequel doit être placé sur le rayon OR 
qui divise en deux également l'angle O. 

Soit AO ==b A« = *, angle AOE= €: on trouve aisément que 
a * ~ 3 * ïb+l- 0a ensuite que OG = £J^_»£ . mais € ^ 
exprimée en parties du rayon 1 , on a arc KRL = £.OR • de plus 
KL = 2 sin ^ 6. OR et Og' = OG.cos * £ On déduit aisément dé 
ces valeurs, W^frc ^+ffi* ^ 

a 
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Quand la couronne est d'un quadrant , comme dans la ( fig 22 ) 
, . ,in g= , , C = .,5 7 o8 « P = g 

Celte valeur de D servira à faire usage de l'hypothèse du coin de 
la Hyre et de celle des arcs-boutans. 

On déduit aisément delà valeur de D, en observant que £=90*— et, 
l'expression de. i= EL (fig. 21), employée dans l'hypothèse des 
is du n° a5, et l'on trouve 

, , . a , » Zb* + Zbk -f A» 

J = *sin«-3(t-cos«) » 

En substituant la valeur de D dans l'équation (18) du n° 22, 
insi que (£-f-i *) cos « pour A, et 1 pour/, on a la formule 



1 * ' — r • *- • W 

suivante qui dispense de chercher le centre de gravité dans l'hy- 
pothèse du coin sans frottement. J'ai fait pour abréger, 

b + ik=b'; 3,i4i6=:/k; 
Z = 

V/,^.cot a+ a H ^-^+^(5*. + 3^) + ^ 



(«). 



11 faut calculer * en partie du rayon 1 , et non en degrés. Si l'on 
fait a = 45' s=j 0,7654 = ^ m, on a sin et =0.707 ; c'est l'hypothèse 
de la Hyre: 

Si l'on applique au berceau cylindrique les réflexions des n«* 25 
et 26, on reconnait qu'il est de la première espèce : d'ailleurs 

l'expression JjL qui est ici - ■ * } , ^ voir évidemment 

qu'elle devient un maximum à la clef où as tang et , résultat 
conforme. 

Si Ton vent avoir la valeur de Z dans l'hypothèse du coin sans 
frottement , auquel cas le maximum de poussée a lieu à la clef, on 
auraM = o;N=S = im*(*+iAO;F=/t(*-r-iit);A=(^-iX); 
a = o, et pour D la valeur trouvée ci-dessus pour le cas du quart de 
cercle. Substituant dans l'équation (2a) ou (28) , et faisant , pour 
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abréger , h -f- \ k = b' t on a la suivante 

z=- ^+ Vt^ïf + (° W' + î * ) . . . 
• <*). 

On retrouve cette même équation en faisant dans l'équation (a) , 
0=0, comme cela doit être a la def. An reste cette équation (6) 
ne donne que la plus grande limite de la valeur de Z, puisqu'elle 
suppose le frottement nul, ce qui est feux. 

On prouverait que, quand le frottement est nul , c'est à la clef 
qu'on a à la fois le maximum de poussée , le maximum de Zi en fai- 
sant varier K poussée , ou en la regardant comme constante ; mais 
cette considération n'est que de pure curiosité. 

Si d'après la valeur de F = k(b-j-±k),on cherche par l'équa- 
tion (17) la condition d'équilibre entre la clef et la demi-voûte, 
on trouve k= 0,82186. Ce résultat fait voir, que sans le frotte- 
ment , il faudrait que l'épaisseur k fût presque égale au rayon b , 
pour que la clef ne renversât pas la demi-voûte sur le pied-droit, 
en la supposant même d'une seule pièce. Mais le frottement rend la 
poussée nulle à la clef, et s'il y existe une pression , elle n'est que . 
l'effet de la réaction des autres voussoirs. 

Si on veut employer l'hypothèse de deux arcs-boutans embras- 
sant chacun la demi-voûte , on a les formules suivantes pour 
l'équilibre de rotation et la condition du non-glissement des pieds- 
droits, 

o,2854k ( b -f- 1 *) H = 0,78 54* (£ 4. i k) Z -f- /HZ' .... 
0^854 ( b -f- 1 k) < *(o f7 854k(b + i k) + a/HZ) 

Je n'ai rapporté ce qui précède que pour donner un exemple de 
la manière de se conduire pour discuter une voûte dans les diffé- 
rentes hypothèses. Je passe maintenant à l'application de mes for- 
mules (a3) et (28) des n- 36 et 28, qui me paraissent préférables 
à tous égards. 

L'équation ( a3 ) qui est F = M cot ( 0 -f- et ) devient ioi 
F =À (6-r- i À)etcot (fl-4-*); on a 8= 18*26' : on peut cher- 
cher le maximum de F, soit par le tâtonnement , soit par l'équation 
et=siu (fl-f- et)cos(ô -+-*), à laquelle on arrive en égalant à 
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zéro la différentielle de F : on trouve a = 29* environ ; c'est l'angle 
qui donne le coin de la plus grande poussée. La valeur de F devient 
F=o,4649*(*-KÀ:).Faisant donc S= i,57o8À(*-f-îA>=i ,5 7 o8M; 
F = o,465M; A'=o, dans la première des équations (28), on aura 
les formules suivantes pour l'équilibre de rotation et le non-glisse- 
ment des pieds-droits , 



o&5Vk< <x ( i,5 7 o8*'A+/HZ) j ' W 

On voit par la dernière qu'en faisant <jr = i , le pied-droit ne 
saurait glisser sur sa base ; on voit aussi , en supprimant le terme 
/HZ, que la voûte ne peut pas non plus glisser sur le pied»- 
droit. 



Je terminerai cet article par un exemple numérique. Soit £=3o ; 
H =40; * = 1. 

Si l'on fait « = 45« ( ce qui est l'hypothèse delà Hire ) dans l'équa- 
tion (a) y elle donne Z = 6,56. 

Si dans la même équation on fait a = o , ce qui est l'hypothèse 
du coin sans frottement, elle donne pour le maximum de Z, Ts. — 7,94* 
l'équation (b~) aurait donné le même résultat. 

Si l'on emploie l'équation ( c ) , ce qui est l'hypothèse de deux 
arcs-boutans comprenant chacun la demi- voûte , on a Z=4,o,a. 
Mais il faut observer que ce n'est pas l'arc-boutant de 90» qui 
donne la plus grande poussée; l'arc qui la donne est variable et long 
à trouver. 

Si on fait usage de la formule (d) , on a Z = 4»4^« 
Enfin par la formule (28) du n° 28, on trouve Z = 5,io. 
Ce dernier résultat est celui qu'il faut préférer ; il donne la limite 
de la plus grande valeur de Z : si la formule de la Hire donne une 
valeur encore plus grande, c'est parce qu'elle est fausse ; c'est parce 
qu'elle ne tient pas compte du frottement : si on y a égard , on a un 
résultat plus faible. 



3o. Berceau en demi-ellipse. La figure 24 représente un demi-ber- 
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ceau elliptique qu'on a construit en traçant d'abord une ellipse a6 , 
et en lui menant ensuite deux courbes parallèles, à égale distance. 
Par cette construction, l'intrados et l'extrados ne sont point des 
ellipses, quoiqu'ils aient la même développée qu'elles. 

Cette voûte est de la première espèce, et sans le frottement, la 
clef exercerait le maximum de poussée : cette résistance éloigne le 
maximum de ce point. 11 faudra trouver F par l'équation (23), en 
observant qu'on a ici M = ks : ce calcul est assez long ; on trou- 
vera ensuite Z par l'équation (34). 

Si l'ellipse est surbaissée , il vaudra mieux employer les formules 
(29) déduites de l'hypothèse des arcs-boutans. Si l'on veut éviter la 
longueur du calcul , on pourra supposer que le maximum de F a lieu 
aux naissances , ce qui donnera Z un peu trop petit. L'arc-boutant 
embrassant la demi-voûte, le calcul devient très-simple au moyen 
des tables ci-après. La première donne la distance D de la montée à 
la verticale passant par le centre de gravité du quart d'ellipse ; la 
seconde fait connaître la longueurs de ce quart d'ellipse, et Ton a 
S = ks. Dans la première , OC ou b' a été supposé = 1 ; dans la 
seconde, le demi-grand axe a été fait = 1. 

Ou verra que dans l'hypothèse des arcs-boutans embrassant chacun 

la demi - voûte, l'équation (39) du n» 28 donne F= fa( fl ^ P) . 

Ayant les valeurs de S, F, l'équation (29) devient 

rj ks /~ÂV . aF , ak's 



h+fnz) ) w ' 



F<*(fa+/HZ) 

Ces formules supposent que le centre de gravité de l'aire SS'aÀ 
est le même que que celui du quart d'ellipse a€ : cela serait rigoureux, 
si l'ellipse passait par les centres partiels de gravité de tous les 
voussoirs ; mais l'erreur est peu sensible ; d'ailleurs il serait aisé 
de la corriger. 

La valeur de Z donnée par la formule (a) sera un peu trop petite.' 
On aura la plus grande limite en employant l'hypothèse du coin 
sans frottement, c'est-à-dire les équations (28) du n° 28 , qui 
fourniront les formules suivantes , en observant qu'ici on a 
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'A* 

r== 7' _______ 

^ + S*<*(k+/HZ) 

Supposons, pour faire une application des tables, i=8; /tsnas 
a= 7 ; d'où a' = 8 ; = 9. 

Le V de la table ayant été' suppose' =s i, il Êmdra aussi lairc le 
cl de la table = §= 0,8888, pour avoir la valeur correspondante 
de D. Je prends dans la première table, la différence 0,012a entre 
0,61 35 et o,6a55, nombres correspondons à 0,8 et 0,9, entre 
lesquels tombe 0,8888 ; puis je fais cette proportion 0,9 — 0,8 ou 
<V • 0,9 — 0,8888 ou 0,01 12 :; 0,0112 : un quatrième terme qu'on 
trouve être 0,0014 J retranchant ce nombre de o,6255 , il vient 
0,6241 qui étant multiplié par 9, donne 5,6iG9 P° ur la valeur de D. 

En prenant de même des parties proportionnelles dans la seconde 
table, on trouvera s=s 1 3,363. Il ne reste plus qu'à substituer les 
valeurs de D et s dans les formules ci-dessus. 



Table pour la détermination du centre de gravité d'un quart d'ellipse, 

la demi-base b' étant un. 



a' 


D 


a' 






D 


a' 


» ! 


ou montée 


ou distance 


ou montre 


ou dutance 


on montée 


ou di* tance 


ou montée 


ou dit tance 




OC 


moyenne. 


OC. 


mojennr. 


OC 


moyenne 


OC. 


0,0 


o,5ooo 


°»7 




• ,4 


0,6730 




0,7098 


o,t 


o,5c55 


0,8 


o,6i33 


i.5 


0,6788 


a,3 


0,7151 


o,a 


0,5198 




o,6a55 


1,6 


o,685i 


9,3 


0,7170 


0,3 


o,5365 




o,6366 


i.7 


0,6910 


M 


o,7âo5 


0,4 


o,5534 


1,1 


0,6464 


1,8 


0,6963 


a, 5 


0,7336 


0,5 


o,56 9 8 


»,a 


0,655g 


i»9 


0,7014 






0,6 


o,5854 


»,3 


0,6644 


a,o 


0,7057 
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Table des longueurs des quarts d'ellipses dont lé demi-grand axe 

est un. 



Demi 


g 

oolongurnr 


D«rni 


1 

00 longueur 


Demi 


$ 

00 longueur 


Dem. 


s 


petit ue- 


da quart 
d'elupce. 


petit axe. 


du QU3rt 
d'ellipt*. 


petit axe. 


du tju&rt 
d'ellipse. 


petit axe. 


du quart 
d'cilipae. 


0,00 


1 ,0000 


■ 

o,3o 


1,0967 


0,6o 


1,3764 


0,90 


1,4953 


o,o5 


1 ,0075 


o,35 


1 , 1 337 


o,65 


i,3io6 


0,95 


i,53i8 


o, 10 


1,0188 


0,40 


i,i5o6 


0,70 


1,3455 


1,00 


1,5708 


0, i5 


i,o3o> 


o,45 


1 ,180a 


0,75 


i,38i5 






0,30 


1 o5ig 


o,5o 


1,9110 


0,80 


1,4181 






o,a5 


! ,0700 


o,55 


i,M33 


0,85 


1 ,4554 




«dru 



3i. Berceau parabolique. Supposons que la voûte représentée 
par la figure a5, soit formée d'une parabole «C, à laquelle on a 
mçné de part et d'autre et à égale distance , deux courbes parallèles , 
pour avoir l'intrados et l'extrados qui ne seront pas des paraboles , 
quoiqu'ils aient la même développée qu'elle. 

En faisant 0« = d, OC = b', et conservant les autres notations 

'b*x 

l'équation de la parabole *€ seraj-' =px=—^- : on aura M= ks; 

tang a = ^ = — : donc M = — : la poussée horizontale sera 
0 dy p tang et ay » 

un maximum quand s - en sera un , c'est-à-dire à l'infini sur la courbe : 

la voûte est donc de la seconde espèce , ainsi qu'on pouvait le dé- 
duire des principes des n°* 36 et a5. 

Il faudra chercher F par l'équation (a3) dans l'hypothèse du coin 
avec frottement, et par l'équation (27) du n' 27, dans l'hypothèse 
des arcs-boutans; je ne rapporte pas ces calculs auxquels on ne doit 
avoir recours que lorsqu'on aspire à beaucoup d'exactitude. H sera 
suffisaut pour l'ordinaire , de chercher F par 1 'équation (26) de la 
seconde hypothèse. 
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Ayant trouvé F, l'une ou l'autre des équation* (29) et (28) don- 
nera Z en y substituant les valeurs de Xï et S = ks. 

On a D'=AR' =A£ sin «= ^? , qu'on trouve être IX = — 

on pourra se contenter de foire U= { k : on a aussi s^J'^Ly pH^p . 
intégrale qu'on trouve être 

£ \P+4r+ E 4 logi(arH- VW4;"), 
et qui, en mettant £' pour , et ^ pour /> , devient 

5 = 1 V^ + 4VH-^logi(2a'+ V'^+4'«*)- 

Il faut se rappeler dans l'emploi de cette équation , de multiplier 
les logarithmes ordinaires des tables par 2,3o2585. 

Si on veut avoir la limite de Z en négligeant le frottement , on 
prendra la valeur de F donnée par l'équation F=S cot «t. 

Pour avoir la pression P qu'éprouvé un voussoir quelconque, on 
fera usage des équations (25), (25') du n' 26. 

Après avoir rapporté les différentes formules propres à faire 
trouver Z , il faut toujours se souvenir que cette vraie valeur de 
Z est impossible à trouver , et qu'il n'y a rien de mieux à faire 
que d'adopter la limite donnée par les formules (29) : il faut ap- 
pliquer cette conséquence aux voûtes dont je parlerai dans les 
articles suivans. 

« 

3a. Berceau en clminette. La Cgure a5 représente ici un berceau 
construit en menant à la chatnette *C deux courbes parallèles. 
J'ai démontré dans les n°» i3 et suivans , que ce berceau est 
équilibré ; ainsi les formules du n* 24 s'appliquent à la voûte 
proposée. 

En conservant toujours les mêmes notations, on a ici M= ks , 
ton S * ^ % = 2 ( V0 J e * ,c n' i3 ). Le rayon de courbure de la 

chaînette 



Digitized by Google 



DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. 65 
chaînette intermédiaire à la clef, ou r=c {voyez le même nnme'ro) ; 
et celui d'intrados= w-i*;K=*; D'=i*sina=i k £=-^i_. 

h f =€K = - A rSssr-^î * = N/V-f-aa'c. Quanta la valeur de c, 
1 as a -f- c 

elle est donnée en fonction de a et ^, qui sont ici ce <juc a et b 
étaient dans le n* i5. EnGn , abstraction faite du frottement, on con- 
naîtra toutes les quantités qui entrent dans les formules (ai) du 
n* a4, ou dans ce cas r = c — £ h. En faisant les substitutions dont 
j'ai parlé dans les formules du n* 24 » e " es deviennent 

(&' + H)(**-V)i=aafe(Z — *y)H-/HZ-....l 

>...... (a); 

(s»_V)£<*(afo+-2/HZ). ....j' 

Exemple. Soit <i'=**' = 5o,5; *= 1 ; H = 40 : il faut d'abord 
trouver la longueur s de la demi-chaînette a£. 

Je cherche dans la table du n* i3 l'endroit où x et y ont entre 
eux le rapport 1 qui est demandé : je vois que cela aura lieu pour 
x entre 40,00 et 4°>o5 y et P our y entre 4°» 2 4 el 4°>^ 2 - Soit 7 la 
fraction par laquelle il faut multiplier â.r = o,93 et âf=o,38, 
pour que x e\y augmentés de cette fraction de différence première , 
deviennent égaux : on aura x -f- q&x =y -f" i d'où l'on tire 

q = J.—% - ° n a dans,ecas Posent, 7 = H =<>»44 i 7^=0,40; 
qùy = 0,16 : donc les nouveaux x et y intercalés dans la table , sont 
égaux quand ils sont chacun 4°>4° i alors s devient s -f- q&s > 
c'est-à-dire 6o,44- H ne reste plus , pour avoir les valeurs de a' t c 
et s f que de multiplier 4°>4°> 60,44 el k c de la table =25 par 
3o 5 

^ o ^ ou o,755; ce qui donne s =45,63 ; c = 18,89. 

Mettant donc dans l'équation (ai) du n* 24 » 1 pour k\ 3o,5 pour 
a' et b'; 40 pour H ; 45,63 pour s ; et pour c, 18,89 > valeur qu'on 

aurait aussi trouvée par l'équation c = ''^"' ^n trouvera Z= 5, 19. 

Nous avons vu dans l'article du berceau circulaire , que l'hypo- 
thèse de la Hire a donné Z = 6,56. Le frottement a été négligé 
dans les deux cas. 

M. Bossut a donc eu tort de dire (Dynamique, équilibre des voûtes, 

9 
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n' 9 , p«g- 399) q«e les Toutes en chaînette ont une poussée consi- 
dérable, puisqu'on vient de voir qu'elle est moindre que pour les 
berceaux en demi -cercle. Lés constructeurs doivent, sous tous 
les rapports , pre'fe'rer la chainctte pour les berceaux , h moins 
qu'ils ne doivent être charges de poids étrangers qui détruiraient 
l'équilibre. 

Quant au glissement , il sera aise' de vérifier qu'il n'y en aura 
pas. 

M. Bossut est tombé dans une autre erreur : il a pris pour in- 
trados une chaînette , et au lieu de lui mener intérieurement et 
extérieurement deux courbes parallèles , il n'a mené qae celle 
qui est extérieure : j'ai fait voir qu'alors le berceau n'est plus 
équilibré. 

Je finirai cet article par un problème qui n'a pas un rapport im- 
médiat avec notre objet, mais qui est curieux. On demande quelle 
longueur il faut donner à une corde pesante qui doit être attachée 
à deux point» fixes situés à la même hauteur , pour que la tension 
Ou l'effort qui a lieu en ces deux points soit la plus petite possible. 
On sent que si la corde est très-courte , elle exercera un très-grand 
effort ; qu'il en sera de même si elle est longue : il existe entre ces 
deux extrêmes un minimum qu'il faut trouver. 

On verra que la tension de la corde est , ou -g^- , ou (n* 1 3) , 

k ( a'-f-c) : ainsi la quantité qui doit être un minimum est a' 4- c. J'y 
substitue pour d sa valeur en V (voyez n' i3) ; je différehtie ensuite , 
en faisant varier c et regardant V comme constant : égalant la diffe- 

rentielle à téro , on en tiré c c cs= jr^r : on tronve que pour satis- 
faire à cette équation, il faut que V valant un , c soit 7-^55» el 

alors la valeur qui en résulte pour a, est 0,6751 ; c'est-à-dire que 
là distance du point le plus bas de la chaîné à l'horizontale pas- 
sant par les deux points de suspension , doit être environ le tiers de 
la distance entre ces deux points. Ce résultat peut avoir des applica- 
tions utiles dans la Mécanique. 

Si l'un des bouts de la corde étant fixe , l'antre était roulé sur un 
treuil situé à même hauteur que le poiut fixe , la puissance oppli- 



Di'gitized by Google 



DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. Q ? 
quée à la manivelle du treuil serait un minimum , lorsque le rap- 
port trouvé ci-dessus entre a' et U aurait lieu. La pression qu'une 
voûte équilibrée , abstraction faite du frottement , exerce sur les 

impostes , est : elle est dont aussi un minimum quand le rapport 

ci-dessus existe entre la base et la montée. 

Au reste il ne faut pas confondre la pression avec la poussée ; celle- 
ci est constante et a pour expression hc ; elle est la même pour un 
arc quelconque de la même courbe ; elle augmente dans le rapport 
de c quand on passe d'un individu de la même famille à un autre. 
Ainsi c étant le rayon de courbure à la clef, il s'ensuit que plus la 
voûte est aplatie , plus la poussée est grande. C'est par la même 
raison que plus une corde approche de l'horizontale, plus sa poussée 
c'est-à-dire l'effort qu'elle fait horizon ta tement pour rapprocher les 
deux points de suspension , est considérable. 



33. Berceau parabolique équilibré. Dans le n* 3i , le berceau 
parabolique n'était pas équilibré : içi l'intrados est une parabole 
et l'extrados a été calculé d'après le n« n , de manière à faire dé- 
croître l'épaisseur depuis la clef, afin d'obtenir un berceau équilibré. 
Ainsi les formules qui conviennent sont celles du u* 24, abstrac- 
tion faite du frottement. 

La voûte proposée est représentée par la figure 9. En conser- 
vant toujours les mêmes notations , on a ici le rayon de cour- 
bure à la clef, ou rss- p =s= ~, et de plus ( voyez le n* 3i ) , 

D '~ Vt+Â? h == Ung a=5 T- S^ 51 ^^ ces valeurs 

dans les équations (a 1) du n» *4 , on aura celles qui conviennent au 
berceau proposé. 

M. Bossut {Dynamique, n» i 9 , pag. 408) suppose que toutes les 
forces agissent sur l'intrados , ce qui revient à supposer que l'intrados 
est chargé de tous les poids des voussoira , comme s'ils y étaient 
attachés par des fils , et que la voûte n'eût aucune épaisseur; on voit 
que c'est une erreur < il en a commis une autre en faisant, dans la 
figure , croître l'épaisseur depuis la clef. Au reste cet Auteur n'a 
jamais fait entrer le frottement dans ses calculs. J'ai donné les 
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moyens d'en tenir compte lorsqu'on aspire à plus d'exactitude. Je 
n'aurais pu entrer dans ce détail pour chaque espèce de voûte, sans 
passer les bornes que je me suis prescriles. 

Au reste , il faut toujours se rappeler que le problème de la 
poussée ne comporte que des solutions approchées. Dans l'im- 
possibilité d'avoir la vraie valeur de Z , ce qu'il y a de mieux a 
faire , c'est d'adopter la limite fixée par les formules que j'ai 
données. 

3/. Voûtes en arc de cloître. Je ferai usage dans cet article et 
dans le suivant, de l'hypothèse des arcs-boutans, parce que la limite 
qu'elle fournit procure une solution assez approchée. 

Pour concevoir la voûte dont il s'agit , il faut imaginer deux 
demi-cylindres d'égal diamètre , se pénétrant l'un l'autre , de 
manière que leurs axes se rencontrent perpendiculairement , leurs 
deux surfaces seront partagées en huit nappes, quatre égales par 
dessus ou en dehors, et quatre égales en dedans : les quatre pre- 
mières formeut une voûte d'arête ; les quatre dernières , la voûte 
en arc de cloître. Nous allons examiner les conditions d'équilibre 
dans la dernière espèce. 

La figure a6 représente le plan de la voûte ; ABB'A' est le quarré 
recouvert par la voûte; AOB, BOB', B'OA', A'OA, sont les pro- 
jections des quatre nappes cylindriques, qui se manifestent en forme 
de pyramide, à la clef dont O est la projection; la première et la 
troisième appartiennent au même cylindre ; la seconde et la qua- 
trième font partie de l'autre cylindre. 

La figure 37 représente la section faite par un plan vertical élevé 
sur la ligne TT' (fig. a6) : on y voit que TP est l'épaisseur des mu- 
railles ou pieds-droits , QP l'épaisseur de la voûte ; que PQrR , 
FQ'rH', sont des portions de la voûte appartenantes aux nappes 
AOB, A'OB'. 

Cela posé, voici comment on peut concevoir l'équilibre de la 
voûte : chaque nappe est composée de tranches par des plans ver- 
ticaux perpendiculaires à l'axe du cylindre , et chaque voussoir d'une 
même tranche a deux faces dans ces plans, et deux autres dirigées 
à l'axe. 
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Imaginons quatre poiuts symétriquement placés sur les arêtes de 
la voûte , et dout M , M', N', N, soient les projections ; à ces quatre 
points aboutissent huit arcs égaux de la voûte; ces 8 arcs se contre- 
balancent mutuellement deux à deux : ainsi (fig. 27) les deux arcs 
PQ/R, FQVR' se font équilibre, eu s'appuyant, dune part, contre 
les pieds-droits, de 1 autre , en se poussant par l'intermède de la por- 
tion rectiligne de voûte R/rH'. 

Il s'agit d'évaluer l'effet de l'arc PQ/R pour faire tourner le pied- 
droit autour du point C, cl de sommer la poussée de tous les arcs 
pareils pour avoir l'effet total. On suppose que la muraille qui forme 
le pied-droit , est liée de manière à ne former qu'un seul massif; 
car on sait que les poussées des différens arcs étant variables , si le 
pied-droit n'était pas d'une seule pièce , il pourrait être renversé 
dans la partie du milieu , sans l'être dans les angles. 

Soit le rayon intérieur des cylindres = £ AB = HP = a, l'épais- 
seur PQ' de la voûte = A-, la hauteur des pieds-droits PD = H , 
leur largeur DC = X , GG' la verticale qui passe par le centre G 
de gravité de la portion de voûte PQrR, RM = x. 

Il faudrait pour résoudre le problème rigoureusement, chercher 
le centre de gravité de l'espace PQrR , ce qui conduit à des résul- 
tats compliqués : nous supposerons que ce centre est le même que 
celui de l'arc a& dont le rayon est <*•+• \ k, ce qui est sensiblement 
vrai ; nous supposerons encore , pour la facilité de l'intégration, 
que la portion de voûte PQrR s'appuie par le point ce, au lieu de r ■ 
dans l'instant de la chute , ce qui est suffisamment exact. 

En faisant, pour si mplifier, = H£=r, on trouve d'abord 

™* — a ~ (en nommant aÇ = s ). 

En se rappelant ce que nous avons dit n° a5, on verra que G'g. 
représentant le poids de l'espace PQrR, la force horizontale, qui 
agit en P pour renverser le pied-droit , sera représentée par PG' : 
or on a PQ,R = fc et G'g=V*— ; la poussée, exprimée 

fis PG' lt 

~^T" ' $Cra donc y/^ZT* ~ kr - Cetle <I uantit « étant multipliée 
par Vp (fig. 26) , épaisseur d'une tranche verticale de la nappe , 
donnera la poussée de cette tranche ; et eu l'intégrant, on aura la 
poussée de toute la nappe. 
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Or on a AP = PM = <i — x, d'où Vp = d(XP) = — 
L'expression de la poussée de la tranche élémentaire dont PpmM 

est la projection , devient donc — °J x -f- krdx ; mais on a 
<fr = — , ce qui change l'expression ci-dessus en celle-ci • 

4- Àvdx, dont l'intégrale est ^L+Arx-f-c. Cette quantité doit 

être zéro , lorsque s = o et x= r, ce qui donne c = — A:r* : de plus , 
elle doit être complète pour toute la demi-nappe , quand s= le quart 

de cercle = ' " et x = o. Faisant ces substitutions , on a 

pour la poussée horizontale de la demi-nappe AOB , l'expression 
J (5,i4i6)*aÀ;r — h* , et pour la nappe entière, n/cr(i25Zja — /•). 

Pour avoir le poids de la voûte, ou la résultante de toutes les 
forces verticales qui pressent le pied-droit aux diflërens points P, 
et dont chacune est exprimée par ks , il faudra intégrer — ksdx : 

on a /— ksdx = — ksx + fkxds = — ksx -f- f - hrxdx . — 

J y r* — x* 

— ksx -f- kr vV — x* , quantité à laquelle il n'y a pas de cons- 
tante à ajouter, parce qu'elle devient zéro, quand x=r et i = o : 
en y faisant x= o , on a pour la demi-nappe, kr* , et pour la nappe 
entière , aÀr\ Remarquons que la somme des pressions verticales 
est le poids même du quart de voûte ; ce poids ou ce volume étant 
divisé par A, doit donner la surface : cette surface est donc ici ar% 
c'est-à-dire le double de l'aire de sa projection AOB, résultat aussi 
simple que remarquable. En égalant le moment de la poussée ho- 
rizontale autour du point C , à ceux du poids du quart de voûte et 
du pied-droit; pour plus de généralité, j'appelle y la densité com- 
parée à celle i de la voûte ; on a 1 équation d'équilibre , 

aArH (1,33370— r) s a/**Z + (** -f- Z). 

En appelant toujours * la fraction qui exprime le rapport du 
frottement à la pression , la condition qu'il n'y ait pas de glissement 
dans les pieds-droits , sera exprimée par l'inégalité suivante : 

3Àr(i,a33 7 <i — /•) < * [ar-Jt -f- /HZ (an -f- Z)\ 
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II est utile encore de connaître le volume renferme' sous la voûte , ou 
^ compris entre elle et le quarre' de la base. En appelant s' l'arc PR 
(fig. 27), on voit qu'il faudra ajouter toutes les tranches élémen- 
taires qui ont P/wiAI pour projection horizontale , et le demi-seg- 
ment PRM pour projection verticale : or on a PRM = -* as' — 
•5 x \/a'*— x' ; 1 épaisseur de la tranche verticale ci-dessus est dx : 
on a donc, pour le volume d'une portion de l'espace couvert par 
la nappe /— i as'dx -f- ifxdx >/<»"— = — \ as'x \faxds' — 

- x>) 1 = - i as'x + 1 f =^= - £ (a' - *•) ■ = - 1 + 

3 

a o» v^—x» 1 (a* — x*)*, quantité à laquelle il ne fàut poiut 

ajouter de constante, parce quelle est nulle d'elle-même, quand 
s' — o et x = a : en y faisant x = o, on a § a 3 pour le volume re- 
couvert par la demi-nappe , et par conséquent § a s pour celui re- 
couvert par la voûte entière. 

Nous avons vu que la surlace de la voûte est double de celle de 
sa base : nous venons de trouver que le volume qu'elle embrasse 
est | a? t c'est-à-dire les | du parallélipipède circonscrit : ces pro- 
priétés sont les mêmes que pour une voûte hémisphérique, pro- 
priété ^imple et curieuse. 

55. V oùte d'arête. Nous avons expliqué dans le problème pré- 
cédent, la génération de la voûte d'arête en même temps que celle 
de la voûte en arc de cloître : la figure 28 est le plan de la voûte 
d'arête ; adb'b est le quarré qui lui sert de base , ou qui est recou- 
vert; AELF est un des quatre piliers égaux qui supportent les 
quatre angles de la voûte ; la figure 29 est la section faite par un 
plan vertical élevé suivant QQ/Cfîg. 28); la figure 3o est la section 
faite par un plan vertical passant par la diagonale EE' de la Cg. 28 : 
dans ces Bgures on a ponctué les lignes qui n'ont pas de réalité, 
et qui ne servent qu'aux démonstrations. 

Voici comment il faut concevoir l'équilibre dans cette voûte. 
Soient M, M', N', N, les projections horizontales (6g. 28) de quatre 
points symétriquement placés sur les arêtes delà voûte; imaginons 
qu'on ait conduit par ces points, pris deux à deux, quatre plans 
verticaux et infiniment près de ceux-ci , quatre autres plans pa- 
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rallèles; ces quatre plans fourniront quatre sections égales à celles 
de la figure 29. 

Cela posé, voici ce qui arrive au moment où les pieds-droits sont 
près à être renversés. Chacun des quatre arcs dont MM' M\V 
M'N, NM sont les projections , et dont (fig. 39) Rr/R' est le* profil \ 
s'ouvre dans son milieu Z à l'intrados; les deux moitiés se contre- 
balancent en se buttant à l'extrados en Z ; les extrémités inférieures 
de ces demi-arcs pèsent de tout leur poids en R (fig. 3o), sur l'arête 
elliptique qu'on peut se représenter comme étant une courbe solide ; 
cette ellipse se trouve ainsi chargée des poids variables des arcs ZR, 
qui croissent depuis S jusqua l'extrémité a du grand axe ; la résul- 
tante de tous ces poids, pour le quart de voûte aVOV, sera égale 
au poids de ce quart de voûte, et passera par un point X' de la 
diagonale AO. Alors on pourra concevoir (fig. 5o) quatre forces 
AY, XX', AX', XY, dont la première et la troisième ont une résul- 
tante égale et directement opposée à celle de la seconde et de la 
quatrième (vojr. le n* a3) ; AX' représentera la force qui tend à 
renverser le pilier suivant sa diagonale , si XX' représente le poids 
du quart de voûte : il faut donc chercher l'expression de AX'. 

Soit (fig. 29) a le rayon du cylindre de l'intrados = HZ,; soit 
Zz=k l'épaisseur de la voûte, Mat=jr, <ty = s y Hy=a + \fc=r. 

On a RrsZ = h : le poids de l'arc qui presse en M (fig. 28) ou 
en R (Gg. 29 et 3o) , sera ks . Hh. Mais on a HM = Vr'-x' (fig. 29), 
et (fig. 28) HO = HM, à cause du triangle MOH isoscèle : donc 

HA = d (011) = - ~^L. ; donc le poids des deux arcs élémentaires 

ou tranches ayant pour projection Mllhm et MH'A'/n, qui agissent 

dans la verticale passant par M, sera -^4=4==. Pour avoir la distance 

AX' du centre de gravité cherché , il fout multiplier la somme de 
tous les poids ci-dessus par leur distance AM, et diviser le pro- 
duit par la somme des poids , c'ost-à-dire par le quart de la voûte. 
Or on a AM = \/a (a — y/r* — x*) ; la quantité à intégrer est donc 

"Y FZ^r + 9 ******* Si l'on fait attention que ds = — — 

et 
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et qu'où intègre par parties, ou trouvera pour l'intégrale,. 

a****M-8*«** v^rW'-f-ô'aATvr— l z 2*krx yV— ce*— £ fh*s+ c. 

On détermine la constante c , en observant qu'à la clef l'intégrale 
doit être nulle, et qu'alors on a s = o y x = r; on la complète 
en faisant ensuite x = o , s= 1,5706V, pour qu'elle embrasse toute 
la ligne OA. Par là, elle devient 

B'kr* (0^708 . a — 0,5927 . r). 

Divisant cette quantité par le volume du quart de voûte (qui 
s'obtient en retranchant le quart de la voûte en arc de cloître, de 
la porlion correspondante du berceau cylindrique), lequel est 
i,i4i6At*, on a, pour la distance cherchée, 

**' = (o,5 7 o8a-o,3 92 7.r), 

ou AX'=i,4i4 ia "-"°>97 2 9 r > Quant à la force effective, qui pousse 
horizontalement le pilier suivant X'À (fig. 5o), elle est égale au 

AX' » 

poids du quart de voûte , multiplié par ^? , c'est-à-dire , à 
^T+l aZ-a-S ou ^-^(1,6143*1— i,uo 7 r). 

Multipliant cette force par la hauteur AD = H du pilier, on aura 
son moment autour du point C. Multipliant le quart de la voûte 
par s/sZ, [en appelant Z le côté AL du pilier (fig. 28)] , on aura 
le moment de la pression de la voûte sur le pilier. Enfin, multi- 
pliant le poids JTVL* du pilier dont la densité est f y par £ \f%Tj t on 
aura le moment de ce pilier. Egalant le premier moment à la somme 
des deux autres, on aura, réduction faite, l'équation d'équilibre 

^ (a,a83aa — i,5 7 o8r) = a,a83aÂv»Z -f-/HZ J . 

La condition qu'il n'y ait pas de glissement dans le pied-droit, 

10 
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sera exprimée par l'inégalité suivante (* étant le rapport du frot- 
tement à la pression) : 

(i,6i43 a — 1,1 107. r)< *(i,î4i6Ar» -f- /HZ»). 

On trouve le volume de l'espace recouvert par la voûte d'arête , 
en retranchant le volume de la voûte en arc de cloître, de deux 
fois le volume du berceau cylindrique, et l'on a 3,6165a 5 , en ap- 
pelant a le, rayon de l'intrados ou du vide du berceau. 

Observation. Je place ici, pour la commodité de ceux à qui l'ana- 
lyse n'est pas familière, quelques formules moins exactes , mais 
plu» simples. 

Soit r = rayon moyen du cylindre générateur, M = poids d'une 
nappe ou quart de voûte, P = poids du quart de tout le massif 
des pieds-droits ou murs du pourtour, a = rayon de l'intrados , H 
leur hauteur , et Z leur épaisseur. 

Il n'y aura pas de renversement dans la voûte en arc de cloître, 
si l'on a o,a3MH < MZ + \ PZ. 

11 n'y aura pas glissement des pieds-droits , si l'on a 

o,aa3M <* (M-f-P). 

On a aire de la voûta entière = Qi*. 
Capacité qu'elle recouvre = §a s . 

Voûte d'arête. M = poids du quart de la voûte, P = poids de 
l'un des piliers , H sa hauteur , Z le côté de sa base , A le rayon 
du cylindre d'extrados, a celui d'intrados. 

Il n'y aura pas de renversement , si l'on a o,5i MH < MZ -f- { PZ. 

Il n'y aura pas glissement, si l'on a 0,3rM <ir(M-T-P). 

Aire de la voûte entière = 4,5664 A\ 

Yolume qu'elle recouvre = 3,6165 a». 

56. Des Ponts. Les ponts n'étant que des berceanx , tout ce que 
nous avons dit jusqu'à présent des seconds, s'applique aux premiers. 

Cependant , comme les ponts sont ordinairement terminés par un 
extrados ou pavé sensiblement rectiligne et horizontal, nous exa- 
minerons ce cas, en supposant l'intrados circulaire. 

Soit donc (fig. îa) un pont dont l'intrados SM* est un arc de 
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cercle, et l'extrados S'K' une ligne droite horiaontale. En conser- 
vant toujours la notation convenue , on a ici 

S = i (b H- *)«tang« — i i**. 

On déduit aisément de la valeur de S cota, que la voûte est de la 
seconde espèce : on le conclurait encore, en observant que l'extrados 
embrasse celui qui rendrait la voûte équilibrée. 

La principale chose à faire, c'est de trouver la valeur de D, c'est- 
à-dire la distance de la montée au centre d'inertie de la demi-voûte. 
Pour cela, il faut prendre la différence entre le moment du triangle 
OS'jN* et celui du secteur OSM', puis diviser cette différence par 
Taire S. 

Soit M*D = H, MH=aA', N'H=aD', OS=*, SS' = h , 
DC = Z, b + ks=B, S'H=/> = isin«; on a aire du triangle 
OS'jS'ss^B* tango., distance de la montée au centre de gravité 
de ce triangle = y B tang * , moment de ce triangle par rapport à 

la montée = | B* tang a; aire du secteur OSM*= {b**, distance de son 
centre d'inertie à la montée =gj( I — cosa) , moment de ce sec- 
teur par rapport à la montée =: $b s ( i — cos et) ; ce qui donne 

U B 3 tang fl&* ( i — co» «) 

SS 

Il y a une attention à faire, à cause de la figure du pied- droit j 
c'est qu'U faut retrancher le moment du petit triangle M"N'H, de 
celui du rectangle CDHB, pour avoir le moment du pied-droit à 
l'égard du point C. Cela posé, il ne reste plus qu'à substituer les 
valeurs de S et de D dans les formules suivantes , déduites des 
équations (29), 

S(H+^^^=S(Z-D)4-i/Z'(H-HaA')--VT>^(2,-|D'), 
S H^ H + *^=S(Z — D') -hi/Z* (H H- ah') — TfDfk' (Z — - 1 D'), 
S Z^^» ou S ? JL 17 <*(S+yï(H+a*Q- a /ATy). 
Il faut observer qu'on a p + 2U = Btangei, aA';=B— b cos «. 
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De plus , l'angle SOM' = <t est un arc- pris snr le cercle dont le 
rayon est un ; ensorte que si et = 90», on a «= 1,5708. 

Si le pont était très-aplati , la première des équations ci-dessus 
exigerait une modification : il faudrait supposer que l'arc s'appuie 
sur le point M" et sur le point S'; alors cette équation deviendrait 

SH = SZ -f- Î/Z.» (H -f- 2h') — a/D'A' (Z — § D'). 

On voit que le premier membre de l'équation relative au glis- ' 

sèment deviendrait S p . 

Si l'on voulait employer l'hypothèse du coin avec frottement, il 
faudrait faire usage des équations (a3), (24), (22), comme on le 
verra dans l'article suivant, où les calculs sont plus simples: obser- 
vons cependant qu'on peut toujours, dans chaque cas particulier, 
trouver le maximum de F et de Z, en cherchant par le tâtonne- 
ment les valeurs de «, qui rendent des maximas , les quantités 
dont les équations (23 et 24) indiquent les différentielles. Quand les 
expressions analytiques de ces équations sont compliquées, on peut 
encore, par quelques substitutions successives, approcher assez près 
du maximum cherché. 

37. Berceau plat. On appelle berceau plat celui représente par 
la figure 3i , dont l'extrados et l'intrados sont deux lignes horizon- 
talcs, et dont les joints concourent en un point commun O : cette 
voûte diffère de toutes les précédentes, en ce que les joints ne sont 
point perpendiculaires à l'intrados. 

Soit OS = a, SS' = *, SA=A, Aa=R, CR'=A', ÀR'=D, 
h' = i k , l'angle d'un joint quelconque avec la verticale = et , 
A€K = 

On verra aisément qu'on a S = A (<ï-f-i*) langet' = k(b-\-±k) > 
M = A (a -+- 5 k) tanga. Donc , sans le frottement, la poussée M cot et 
serait k(a-j-' x k), et par conséquent constante : la voûte est donc 
équilibrée. 

En observant que dans l'hypothèse des arcs-boutans , il faut prendre 
A et S' pour centres des mouvemens ou points d'appui de la demi- 
voûte, au moment de la rupture , on verra que les équations (29) 
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i*(*4-i*)H=*(*-K*)Z + i/HZ% 

k (2a H- *) (H -f- i k) = k(*b + k) (Z - V) -f /HZ*. 

Comme les calculs relatifs à cette voûte sont faciles, je vais 
chercher l'équation d'équilibre dans l'hypothèse du coin avec frot- 
tement. La première chose à faire est de chercher le maximum de F : 
on a F = M cot(ô -f- a) = k (a -f- ± k) x tanga.cot(â — a). Diffé- 
rentiant et faisant dF = o t on trouve sin (fl-f-a) cos(0-f-a) =5 
sinacosa; équation qui, étant résolue, donne tang et = séc 9 — . 
tang 9 = 0,7208; d'où x = 35' 4 7 ', c'est-à-dire que * est le com- 
plément de ô-f-«, ou la moitié du complément de 8 (en se rap- 
pelant que fl= 18 0 2G'). On aurait tiré cette même conséquence de 
l'équation ci-dessus, sans prendre la peine de la résoudre. Avant 
trouvé que le coin de plus grande poussée est de 55" 4 7 ', on en 
tire F = o,5i 9 5À (a-M*> 

Ayant trouvé F, il faudrait trouver son point d'application le 
plus favorable, par le moyen de l'équation (24); mais l'équation 
(a) du n" 28, fait voir tout de suite que le point cherché est aux 
naissances, puisqu'en ce point, k étant égal à zéro, la somme des 
trois momens est zéro, et que partout ailleurs elle est négative; 
d'où il suit que c'est le joint des naissances qui procure le maximum 
de Z. Cela posé, on trouve aisément les équations suivantes : 

o,5i95*(«-K*)(H-K*)=* :(i + î*)(z— ^)-f-i/HZ*; 
0,5i 9 5* ( a+\k) <<*(k6+ik-+ /HZ). 

Si j était plus petit que 0,7208 , la valeur de F changerait un peu , 

puisqu'alors le coin de plus grande poussée ne saurait être plus grand 
que celui formé par la voûte entière : il serait aisé de faire le chan- 
gement convenable à la formule ci-dessus. 

On voit qu'en ayant égard au frottement, la valeur de Z est 
bien plus petite qu'en le négligeant. On peut regarder la dernière 
formule comme approchant beaucoup plus près de la vérité que 
toutes les autres. 
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Cette voûte est très -propre à faire voir dans quel cas chacune 
des deux hypothèses est préférable. En effet si h est grand ainsi que a 
par rapport à b t il est évident qu'on ne peut employer que l'hypo- 
thèse du coin; c'est l'inverse dans le cas contraire. 

SECTION V. 

- 

Du pied-droit d'égale résistance et du minimum des matériaux. 

38. Pied-droit d'égale résistance. Jusqu'ici j'ai considéré les 
pieds-droits comme des massifs composés de molécules fortement 
adhérentes , et j'ai supposé que ces massifs ne pouvaient que se 
renverser ou glisser sur leurs bases , sans pouvoir se rompre; mais 
il peut arriver qu'un-pied-droit tende à se briser suivant une section 
horizontale ou par assises , comme il arriverait à une pièce de bois 
implantée verticalement , et qui serait tirée horizontalement par une 
puissance , avec cette différence qu'une colonne de pierre se rompt 
sans ployer. On peut se proposer de donner à la face extérieure du 
pied-droit, une Ggure telle, que la voûte et le pied-droit soient en 
équilibre, quelle que soit la hauteur du pied-droit, et qu'en même 
temps il résiste à la rupture avec une force égale dans toutes les 
sections horizontales : on peut appeler ce problème du nom de 
pied-droit d'égale résistance. M. Epinus s'est occupé de cette question 
dans les Mémoires de Berlin, année i855 ; mais sa solution est 
fausse , parce qu'il n'a pas eu égard à la pression verticale de la 
voûte sur le pied-droit. Celle de M. Bossu t, dans son ouvrage cité, 
est aussi imparfaite , comme je le ferai voir plus bas. 

Soit (6g. 3a) Kadh! la section de la voûte en berceau qui re- 
pose sur les plans inclinés Aa, AV des coussinets Aal, A'«T, et 
qui fait effort pour les écarter : le poids de la voûte produit deux 
forces en E ,' l'une horizontale ou la poussée F qui tend à renver- 
ser le pied-droit en le faisant tourner autour du point N d'une 
section quelconque NQ , l'autre verticale S qui s'ajoute au poids du 
pied-droit. De plus , les molécules de chaque section horizontale 
NA du pied-droit , tiennent entre elles par une force d'adhérence 
dont l'expérience seule peut faire connaître l'intensité qui est cous- 
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tante , et qu'on peut se représenter comme de petits poids égaux , 
distribués uniformément sur la ligne NQ. Il faut pour l'équilibre, 
que le moment de la poussée soit pour chaque section , égal à la 
somme des momens des trois dernières forces verticales autour du 
point de rupture N. 

Soit le poids de la demi- voûte SS1A = S , A(J = n, QN = s , 
AE=D\ (Si la densité de la voûte et des pieds-droits n'est pas 
la même , la lettre S sera le produit de l'aire par la densité relative 
de la voûte. ) 

Soit g la force ou le poids qu'il faudrait employer pour vaincre 
l'adhérence des molécules du pied - droit , distribuées sur une 
ligne = 1. 

Le moment de la poussée F pour faire tourner l'aire AENQ autour 
du point N sera «F. 

Le moment du poids de la voûte sera , dans le sens vertical , 
S (s — D*). 

L'aire AENQ =^fzdu. La somme des momens des élémens de cet 
espace à l'égard de l'axe AD, sera = \fz*du. La distance NG' du 

centre G d'inertie de cet espace sera z — ^ju* ^ e moment des 

cet espace à l'égard du point N sera fzdu (3 — ) , ou . 
zfzdu — i fz'du. 

La somme des forces d'adhérence distribuées sur QN , sera 
gz. Le moment de la résultante de ces forces d'adhérence sera 

Egalant le moment de la poussée à la somme des momens des 
trois forces verticales, on aura l'équation d'équilibre suivante 

i*F =5 S ( * — D*) -f- \ gz % -f- zfzdu— \fz % du (a). 

DiiTérentiant deux fois de suite cette équation , pour la débarrasser 
du signe /*, en observant de faire dz constant, on a 

( aF — z % ) d*u— 4zdzdu = agdz\ 

Faisant du = pdz , on a 

d'u = dpdz. 
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Substituant, on a la transformée 

( aF — z*) dp — 4pzdz = igdi , 

qui étant multipliée par le facteur (2F — z*) devient intégral)] e 
et donne 

Ç2Y — z>y r ^= / i8 Yz — | gz* + c i 
d'où l'on tire , en mettant ^ pour p , 

équation qui s'intègre en partie algébriquement , en partie par loga- 
rithmes. 

Pour déterminer la constante c , il faut remonter à l'équation (a), 
qui doit se vérifier pour le point E où le poids du pied-droit et 
la force d'adhérence sont nuls; ce qui réduit cette équation à 

uY = S (s — D 7 ) y qui donne ^ = |. Substituant cette valeur de 
j 

j- , ainsi que TY, pour z dans l'équation (b) , on en tire aisément 
la valeur de c. 

Quant à la constante c que la seconde intégration de l'équation 
\b) introduira , on la déterminera par la condition qu'au point E on 
doit avoir à la fois u = o et s = D'. On aura ainsi tout ce qu'il faut 
pour construire la courbe EC. Enfin , prenant AD de la grandeur 
qu'on veut donner à la hauteur du pied-droit , on aura DC = Z. 

Si on néglige le frottement dans l'hypothèse du coin, on a 

F = S cot et , et la valeur ci-dessus de ^ devient ^ = tang et; d'où 

l'on conclut aisément que la tangente de la courbe EG doit , au 
point E , être perpendiculaire sur le joint des naissances. Cela est 
aisé à comprendre. En effet , le poids du massif est alors nul ; la 
courbe EC n'est plus qu'un petit élément rectiligne qui , pour sou- 
tenir la voûte formant coin , doit nécessairement être perpendicu- 
laire aux faces de ce coin. C'est aussi ce que fait voir l'équation 

«F =S (* — D'), qui au point E devient 2 = d £ = |. 

M. Bossut (n* 21, pag. 41 5) s'est trompé en supposant tacitement 

qu'on 
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qu'on pouvait obliger la courbe EC à faire un angle quelconque 
avec le joint Aa : cet angle n'est point arbitraire , et il ne peut être 
que droit : ainsi la de'termination de sa constante est entièrement 
fausse. Observons de plus que pour simplifier la question , il a placé 
l'origine E de la courbe à l'intrados A , ce qui serait impraticable 
dans l'exécution, attendu que la voûte ne saurait reposer sur un seul 
point. 

Si le pied-droit, au lieu d'être d'une seule pièce, comme on l'a 
supposé dans l'article précédent, est composé de plusieurs tranches 
ou assises horizontales , ce qui a lieu ordinairement , il est aisé de 
sentir qu'alors c'est dans ces sections où l'adhésion est presque 
nulle , que la rupture tendra à se faire. La quantité g qui exprimait 
la force d'agrégation de deux molécules de pierres , sera beaucoup 
plus petite dans ce dernier cas où elle n'est plus que l'adhérence 
produite par le mortier : on pourra même la regarder comme nulle ,* 
et en faisant g = o dans les résultats de l'article précédent, on aura 
une solution plus conforme à ce qui a lieu dans la pratique de l'Ar- 
chitecture. Pour avoir plus de stabilité , il faudra augmenter un peu 
les valeurs de z données par le calcul, 

On aura aussi un pied-droit d'égale résistance , c'est-à-dire qui 
dans toutes ses tranches horizontales opposera la même résistance , 
tant à la rupture qu'au renversement : ce pied-droit aura encore 
l'avantage d'être le plus petit possible en poids ou en volume. 

Il est encore une dernière perfection à ajouter au pied-droit ; 
il faut s'assurer qu'il ne glissera pas, soit sur la plate a forme , 
soit d'une assise à l'autre : cela se vérifie par l'inégalité suivante 

F <*(S+fzdu) (c). 

11 pourra arriver que la condition précédente se vérifie dans 
toute la hauteur du pied-droit , ou seulement dans une certaine 
étendue à partir de la base. Dans ce dernier cas, il faudra que la 
portion qui pourrait être désunie par le glissement, soit d'une seul» 
pièce , ou que les assises en soient liées plus étroitement par des 
moyens quelconques. 

3g. Minimum des matériaux. Voici une question intéressante et 
qui peut trouver des applications dans l'Architecture. On veut faire 
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une voûte dont le rayon de la base , lepaisseur de la voûte , la 
hauteur des pieds-droits et la nature tant de l'intrados que de l'ex- 
trados sont données : on demande quelles doivent être la montée et 
l'épaisseur des pieds-droits, pour que le volume total de la voûte et 
des pieds-droits soit un minimum , en conservant d'ailleurs l'équilibre 
entre la voûte et le pied-droit. 

On voit que la quantité qui doit être un minimum est S -f- HZ. 
Supposons , pour faire une application , que l'intrados doive être une 

parabole ayant pour équation y % = ~ , et l'extrados une autre 

parabole ayant pour équation 'y* = ^Jj^ xf. L'épaisseur à la clef 
et aux naissances sera k. On trouvera aisément 

S = f(*-f-*)0 + A) — = § k(a+h + h). 
L'équation du minimum sera 

d (f A(«-MH-*)+HZ)sso, 
qui étant diflërentiée par rapport à Z et a , donne 

— =^q- da. 

Pour simplifier les calculs , je regarderai la voûte comme un coin 
sans frottement et d'une seule pièce , reposant sur les impostes : 
alors l'équation d'équilibre de rotation 



HS cot a = SZ+ \ HZ*. 
On a cot a = -f = - . 

ax sa 



Après y avoir substitué les valeurs de cot a et S, je difterentie 
l'équation d'équilibre , en ne faisant varier que Z et a, il vient 

zbkJï.da = 4a (aie -f- W-f- k*)dZ + 4^ (a« + *H- k)da 
-f- 5HZ* . da -f- 6HaZ</Z. 

Substituant dans celle-ci la valeur trouvée pou* dZ , on a l'équation 
finie 

abkH = - ^ (a H- b + h ) + 4*Z ( 2a -f- b +*) -f- 3HZ* — 4 tf *Z , 
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laquelle e'tant combinée avec l'équation d'équilibre , fera connaître 
les inconnues Z et a. 

On sent que la solution donnera des résultats un peu diûerens ; 
suivant l'hypothèse qu'on adoptera pour l'équation d'équilibre. 

On pourrait soupçonner que, tout restant d'ailleurs de même j 
il existe une montée a qui procure un minimum pour Z ; mais cela 
n'est pas : plus a augmente , plus Z diminue : il suffit , pour s'en 
convaincre , de mettre dans l'équation d'équilibre les valeurs de S 
et cot « , et de tirer ensuite la valeur de Z. 

Si l'on veut connaître la marche de la poussée relativement à la 
variation de a , et savoir s'il existe un minimum , il faut faire 
d (S cot et) = o. Dans le même exemple , la quantité à diflerentier 

est ~ bk -f- -f- > quantité qui diminue à mesure que a aug- 
mente, et qui a pour limite \bk; c'est le minimum de la poussée qui 
a lieu quand la montée est infinie. 

Si l'on veut savoir quand la poussée tangentielle ou la pression sur 

les impostes est un minimum, on aura d (J^) = o, oudÇs ^=o, 
ou d Q k(a + b-{-k) y/i = o , on trouvera 



««y^* (* + *). 
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CHAPITRE III. 

DE L'ÉQUILIBRE ENTRE LES VOUSSOIRS DES VOÛTES 
EN DOME A BASE CIRCULAIRE. 



SECTION PREMIÈRE. 

Problème général. Etant donnée la courbe génératrice de la 
surface de l'intrados , trouver celle d'extrados , et réciproquement : 
ou bien , étant donné l'intrados générateur , trouver la loi des forces, 
et réciproquement. 

4o. Équations générales. On sait qu'on appelle voûte en dôme à 
Base circulaire , celle qui est engendrée par la révolution d une 
courbe plane autour d'un axe vertical qui est la montée du dôme. 
La surface de révolution qui en résulte , forme la surface d'intrados ; 
la seconde surface engendrée par une seconde courbe plane qui em- 
brasse la première, forme la surface d'extrados. Si l'on imagine que 
le cercle de la base de la voûte soit divisé en parties égales (fig. 35) 
et que par les points de division et par l'axe on ait mené de* 
plans verticaux , la voûte sera partagée en un certain nombre de 
secteurs égaux symétriquement placés et se faisant équilibre deux à 
deux , en se buttant l'un contre l'autre par leur tranchant commun 
avec l'axe. H faut de plus imaginer que les joints perpendiculaires à 
la courbe génératrice de l'intrados aient décrit dans le mouvement 
commun , des surfaces coniques : alors les surfaces d'extrados cl 
d'intrados se trouveront partagées par des méridiens verticaux et par 
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des cêrcles parallèles horizontaux , en petits espaces trapézoïdaux : 
la voûte se trouvera formée de petits voussoirs ayant la forme de 
pyramides tronquées, et composés de six faces savoir , deux tra- 
pTerfaisantparUe des surfaces d'intrados et d'extrados , et quatre 
Lres faces, deux planes et verticales et deux comques, toutes 
quatre perpendiculaires à l'intrados. 

Il est aisé de voir que les conditions d'équilibre entre les vous- 
soirs de deux secteurs ou onglets opposés quelconques, seront les 
mêmes, et que la question se réduit à la recherche de cet équilibre 
pour avoir celui de toute la voûte. 

Afin de trouver les conditions d'équilibre entre les deux sec- 
teurs infiniment petits ou voûtes élémentaires ci-dessus , imagi- 
nons une section verticale qui les partage chacun en deux parties 
égales • si P et Q sont les forces normales à l'intrados, et verticales 
qui agissent sur chaque point de la petite surface intérieure du vous- 
soir la résultante de ces deux espèces de forces sera nécessairement 
dans le plan de la section verticale ci-dessus : on sentira qu'on peut 
raisonner ici, comme nous l'avons fait pour les berceaux, le coin du 
milieu était une tranche verticale et d'une épaisseur constante, att 
lieu qu'ici ce coin est formé de deux onglets égaux dont l'épaisseur 
augmente depuis la clef : du reste , les conclusions sont absolument 
les mêmes. 

Que la figure 4 soit donc la section verticale qui partage en deux 
parties égales les deux secteurs inGniment petits et opposés : P étant 
la force qui presse perpendiculairement chaque point de a surface 
de l'intrados, Vds sera celle qui presse chaque point de 1 élément ds 
de l'intrados générateur, et^££ celle qui presse le petit trapèse 
de la surface d'intrados qui sert de base à un petit voussoir (en appe- 
lant m le rapport de la circonférence au diamètre, et nie nombre 
infiniment grand des secteurs). 

On trouvera de même que Q étant la force verticale qui sollicite 

chaque point de la surface d'intrados, 22^f est celle qui sollicite 

la base d'un voussoir élémentaire. 

Comme il s'agit de comparer les efforts que les youssou-s dun 
même onglet exercent les uns sur les autres, on peut concevoir par 
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la pensée , que l'onglet est réduit à la section moyenne qui passé 
par son milieu , ou , ce qui revient au même , que les forces qui 
agissent sur la base d'un voussoir , sont concentrées sur le petit 
arc ds , générateur de cette base. Alors le problème est de même 
espèce que celui que nous avons résolu pour les berceaux dans les 
n°» 4 , 5 et 6 ; et sans prendre la peine de refaire les calculs , U 

suffit , dans les équations (9) et (1 1) , de substituer pour P , 

et an y^ pour Q , ou simplement ^P pour P et pour Q , parce 
que le coefficient constant — disparaît de lui-même. On aura ainsi 

les équations suivantes qui seront pour les voûtes de révolution , 
ce que les équations (9) et (11) sont pour les berceaux, 

d( p^L )+d( S^L ) + Vjdx=0 (3o) . 

d (PR/) -Qr<U=o (S.). 

On choisit dans les applications celle des deux équations qui se 
prête le mieux à l'intégration. Par leur moyen on peut , comme 
nous l'avons fait pour les berceaux , résoudre ce double problème : 
étant donnée la loi des forces ou la courbe génératrice de l'extrados, 
trouver celle de l'intrados : étant donnée la courbe génératrice 
d'intrados , trouver la loi des forces ou construire la courbe d'ex- 
trados. Ce second problème est toujours possible , mais le premier 
exige trois intégrations. 



Ai. Équation de la loi des forces ou des poids des voussoirs. Je 
me bornerai au .cas où les voussoirs ont une densité constante et ne 
sont soumis qu'à l'action de la pesanteur. 

On a ici P = o, et l'équation (3o) que je choisis parce qu'elle ne 
renferme Q que dans un seul terme , donne , étant intégrée , 

f en mettant pour R sa valeur — — 7— \ C'est par celle équation 
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qu'on connaîtra le poids relatif Q qui sollicite chaque point de la 

surface courbe d'intrados , en y mettant pour ^ sa valeur donnée 

par la courbe de l'intrados : ainsi , par exemple , si l'intrados est une 
demi-ellipse dont a soit la montée et b la demi-base, on trouvera 

O = °° . équation qui fera connaître la force Q 

^ y(b*— y*) y<8^by+ay' ^ x 

qui sollicite chaque point du cercle ou parallèle horizontal dont le 

rayon est^- lorsqu'on aura déterminé c, ce qui mérite quelques 

observations. 

M. Bossut (n* 34, pag. 4 2 $) dit que c doit être déterminé, par 
la condition qu'à la clef , la valeur de Q soit donnée : on ne saurait 

procéder ainsi ; car à la clef on a ^ = 0, d'où Q =-^-=00, et par 
conséquent c = o. 

11 suit de là que le pôle ou sommet de la voûte ne peut servir à 
déterminer c. On trouverait de même que le point des naissances 
ne peut pas servir non plus , du moins quand la tangente à la courbe 
dans ce point est verticale : mais si l'on veut que la force Q soit q , 
quand < /= 6, on voit que c aura une valeur finie , et qu'on pourra 
trouver les valeurs relatives de Q pour tous les autres points de l'in- 
trados générateur. 

II est cependant des cas où le pôle peut servir à déterminer c, 
c'est lorsque le rayon de courbure est infini dans ce point. Ainsi , 
lorsque la courbe d'intrados donne R= 5 à la clef, l'équation (3a) 
donne c = | Q , expressiou indéterminée qui pourra donner pour c 
une valeur finie , et par conséquent faire connaître les valeurs de 
Q pour chaque point. 

4a. Poids du dôme qui est cubahle. Rapport des poids des assises. 

Il résulte du numéro précédent , que amQj ou d est le 

poids qui sollicite le cercle parallèle horizontal dont^- est le rayon : 
cette quantité est donc toujours donnée par l'équation de l'intrados 

générateur ; eUe est pour l'intrados elliptique a mcab \ 

quantité qui demeure finie à la clef où^ss o. 
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L'expression de tout le poids du dôme est unfQjds ou 
vne/d (jp ; c'est-à-dire intégrale qui n'exige pas de nouvelle 

constante , puisqu'elle s'évanouit d'elle-même à la clef où — = o 

Ainsi le poids du dôme est toujours assignable : son volume est donc 
aussi cubable, proprie'té analogue à celle des berceaux équilibrés 
que nous avons vu être qaarrables. En appelant S' le volume renfermé 
entre les surfaces d'intrados et d'extrados, on aura 

S , = W£ (33) 

Quant à la capacité renfermée sous la surface d'intrados , son 
expression est comme pour tous les solides de révolution mfy % djc. 

On sait de même que l'expression de l'aire de la surface d'intrados 
est zmfyds. 

■ 

43. Grandeur des joints, leur rapport aux forces. Dômes termines 
en flèche infime. Soit ( Gg. 34) SP = x , PM==f , SM = *,MN=R, 
MI=R ; G le centre de gravité du voussoir infiniment petit MNwn ; 
GG' sa distance à l'axe , on aura 

_ airelMNnm=:M (a R + R ) ,G^=iR§±^, 
et l'on trouvera 

Si d'après le principe de la méthode centrobarique , on multiplie 
l'aire MN/wn par la distance GG' de son centre de gravité à l'axe de 
rotation , et le produit par 2m , on aura le volume ou poids d'une 
assise entière de voussoir. Mais, d'après l'équation (3a) et suivantes, 

ce poids est aussi exprimé par smQyds ou par • Egalant suc- 



cessivement chacune des deux dernières expressions de ce poids 
avec la première, on aura, après avoir supprimé les facteurs com- 
muns , les deux équations suivantes : 

-~ = iKj( 2 R- ( -K) + iR-(3R+ 2 K)^....C34), 
RQr== i R/ (aR+R) Hr s K' ( 3R-foR) . . .(35). 

La . 
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La première de ces deux équations sert à trouver la grandeur K 
du joint de lit quelconque correspondant à y , en résolvant une équa- 
tion du troisième degré, après y avoir mis pour ds , dx , dy et R, 
leurs valeurs données par l'équation d'intrados : elle fournit donc le 
moyen de construire par points l'extrados générateur. 

La seconde donne la relation entre K. et Q; mais auparavant il faut 
déterminer la constante c. 

En raisonnant ici comme nous avons fait plus haut, on verra qu'on 
peut toujours déterminer c par la condition que K. devienne K' quand 
y devient €. Mais si on veut détermioer c par la connaissance de K, 
à la clef, il faut distinguer deux cas. i\ Si le rayon de courbure a 
une grandeur finie à la clef, l'équation (34) donne c = o , ce qui ne 
fait rien connaître, a'. SiR est infini au pôle, on a c = f , quantité 
qui peut être finie. 

Supposons qu'on ait déterminé c pour le point où^ = 6, ce qui 
est toujours possible , l'équation (34) donnera pour K une gran- 
deur infinie à la clef dans le premier cas , et dans le second , une 
grandeur qui pourra être finie ; c'est-à-dire que si le rayon de cour- 
bure de l'intrados a une grandeur finie à la clef, l'extrados s'éten- 
dra à l'infini au-dessus du pôle , .en se rapprochant de l'axe comme 
d'une asymptote : alors le dôme sera surmonté et terminé par une 
espèce de flèche ou de pyramide s'étendant à l'iufini , comme 
on le voit (fig. 35) , dans laquelle l'intrados est une parabole. 

Au reste , quoique la flèche s'étende à l'infini , son poids est 
néanmoins d'une grandeur finie : c'est ce que fait voir l'équation (33). 
11 arrive ici, comme pour certaines suites, que la somme d'un 
nombre infini de termes décroissans , a néanmoins une grandeur 
finie : cette remarque permet de remplacer une portion de la flèche 
infinie par une sphère d'un poids équivalent : ce moyen est à la fois 
simple et conforme au goût de l'Architecture. 

Cette particularité des flèches qui aura lieu le plus souvent, puis- 
qu'il est rare que l'intrados ait le rayon de courbure infini à la clef, 
est une singularité très-remarquable. J'ignore si elle a été connue de 
Maschcroni dont je n'ai pu encore me procurer l'ouvrage devenu 
très -rare. M. Bossut qui a écrit le dernier sur cette matière, 
n'en a point parlé , et cependant la chose méritait assez d'être re- 
marquée. 

ta 
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J'ajouterai encore que l'extrados générateur peut aussi , connue 
dans les berceaux , avoir pour asymptote la ligue des naissance» 
(voyez fig. 36). 

L'intrados est un demi-cercle , et par conséquent la surface d'in- 
trados une demi-sphère : on voit que l'extrados a deux asymptotes, 
la montée et la ligne des naissances : il a deux point* d'inflexion de 
chaque côté de la montée. On sent que les voussoirs des naissances 
ne pouvant avoir une grandeur infinie comme l'exigerait la théorie, 
doivent être retenus sur les impostes, soit par le frottement, soit par 
tout autre moyen ( voyez pour l'équation de l'extrados , le n* 58). 

44. Du joint qui est un minimum. La figure 36 fait voir qu'il existe 
un joint plus court que tous les autres ; c'est le point où l'épaisseur 
de la voûte est un minimum. Il peut être utile de connaître sa posi- 
tion : pour cela il suffît de différentier l'équation (34) en faisant va- 
rier y elK, et d'égaler à zéro la valeur de ~. Les facteurs feront 
connaître les maxima et minima de K. 

Si, par exemple (fig. 56), l'intrados est un demi-cercle dont 
le rayon est a, et l'équation y* = aox — x*, l'équation (34) devient 

^p=iK(a-+K)-f-£(5a + aK). 

Difiërentiant et égalant à zéro la valeur de -4- > on trouve y = 

dy J }/% 

pour la valeur dey , correspondante au minimum de K. Substituant 
cette valeur de y dans l'équation ci-dessus , et pour K 1 'épaisseur 
qu'on se propose de donner à la voûte dans le point M de la plus 
petite épaisseur , l'équation fera connaître c : enfin la même équation 
donnera toutes les valeurs de K correspondantes à celles de y f 
et l'on construira la courbe d'extrados telle qu'on la voit dan* la 
figure. 
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SECTION II. 

Applications. 

/5. Trouver la courbe de l'intrados dans le cas où± la voûte doit 
être infiniment peu épaisse, et soumise à la seule action de la pesan- 
teur. Je vais chercher la courbe génératrice de l'intrados, quand la 
voûte ne doit être qu'une surface courbe très-mince, et que les 
voussoirs ne doivent être sollicités que par l'action de la pesanteur : 
on a alors P=o et Q = 1 , parce que la pesanteur étant une force 
constante qui agit uniformément sur tous les points de la voûte , 
peut être représentée par 1 : faisant ces substitutions dans l'équa- 
tion (5o) du n* 40, que je préfère parce que Q n'entre que dans un 

de ses termes, elle devient, en intégrant, ty^~=zc; substituant 
pour R sa valeur ap^, dans laquelle djr est constant , on a 

y ctPx ciPx 



je fais dx—pdjr, d'où d*x = dpdjr, et il vient 
dont l'intégrale est 

- 

a laquelle il n'y a pas de constante à ajouter, parce qu'elle donne 
0 = 0 quand on y fait j-=o et p = 3^= o, comme cela doit être 
à la clef. Si on multiplie le premier membre de l'équation^; 
par loge(e étant le nombre dont le logarithme est 1 ) , on aura 

ZI 

e»=p+ \/i+p\ 
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Résolvant cette équation , et faisant pour simplifier -= c' f ce qui 
est permis, puisque c est une constante indéterminée, on aura 

et remettant pour p sa valeur , 

2(Lc = djr . e^r — djr . e~- c 'r\ 

Telle est l'équation différentielle delà courbe cherchée; on ne peut 
l'intégrer que par série. On a d'abord 

pour avoir ou -pp , je divise l'unité par la série trouvée, et j'ai 

Faisant les substitutions et intégrant , on a 

c y 'cV '«tV 1 Vy ,s 

*=37T + n.i.a.5.4.5 + i5.i. a .3.4.5.6. 7 +etC C«)V 

équation qui n'exige pas de nouvelle constante , parce qu'elle donne 
d'elle-même x = o quand jr = o, comme cela doit être à la clef. 
11 ne reste qu'à déterminer c'par la condition qu'on ait jr=«=mon- 
% téc quand & = rayon de la base , ce qui ne peut se faire que par 
le tâtonnement ou par la méthode du retour des suites. L'application 
de cette méthode m'a donné la valeur suivante 

Cette série n'est convergente qu'autant que a est plus petit que b : 
néanmoins nous verrons comment elle sert à trouver c' dans tous 
les cas. 

46. Discussion de la courbe. Rectification. On trouve aisément 
ds = l dj (e^J ' -f- e— quautité qui étant intégrée d'une manière 
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analogue à celle qui a servi à trouver x, donne 

s =y •+• + 9 . » .a.3.4 + Ts^zsTX* * etc; 

'^/re Je /a voifre. En faisant m = 3,i4iG , l'expression d'une zône 
horizontale élémentaire de la voûte que je fais = <&', est 

ds'=2m}ds = mydy -h e-<r ) : 

intégrant on a 

En appelant z , la sounormale , on a aussi 



Ainsi Taire de la voûte est quarrable , quoique la courbe généra- 
trice ne soit pas rectifiable. 

On trouve aussi que l'aire plane renfermée par cette même courbe 
est quarrable, et qu'elle est 



er' 

1 1 . e 



Capacité sous le dôme. L'expression du solide de révolution en- 
gendré par la courbe est 

mjj*dx = i mffdy ( e<r' — *r- £ > " ) , 

dont on trouve , en procédant comme ci-dessus, que l'intégrale est 

(c'y 5 'cV Vv 1 ' \ 

5^7 + £7X3 + T3T^TT5 + elc > 

Rayon de courbure et développée. On trouve que l'expression du 
rayon de courbure est 

n 8Z7 * 

d'où l'on voit qu'il est infini à la clef où j = o. Depuis la clef, il va 
en diminuant de part et d'autre jusqu'aux points M et M' (fig. 37) où 
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il est le plus petit possible : depuis ces points il recommence à 
croître et continue jusqu'à l'infini. La développée de la courbe est 
composée de deux paires de branches et a deux points de rebrous- 
sement correspoudans aux points M et M'. Pour avoir la valeur de 
y correspondante au point M où R est un minimum , il faut faire 

dR = o , et l'on trouve e"T 5= Pour le cas de c'= 0,0004 , 

on a 36,126==/. 

Épaisseur du dôme. En raisonnant ici comme nous avons fait à 
l'occasion de la chaînette , on se convaincra que l'épaisseur k du 
dôme doit être partout la même. Si on voulait une autre démons- 
tration , on n'aurait qu'à se proposer de trouver quel est l'intrados 
générateur pour lequel l'extrados exigé par l'équilibre , est partout 
parallèle. Il faudrait pour cela intégrer l'équation (54) en supposant 
K constant. La courbe que l'on trouverait serait la courbe inté- 
rieure de la fig. 37 menée à la distance i K , parallèlement à 
celle que nous avons trouvée et discutée dans cet article. 

Je suis entré dans quelques détails sur la courbe dont il s'agit , 
parce qu'elle est la plus propre à faire un dôme solide et peu pesant : 
l'épaisseur de la voûte , quoique considérable , doit toujours être 
uniforme, tandis que si l'on adopte une autre courbe pour l'intrados, 
l'équilibre exige que l'épaisseur soit variable. La courbe dont il s'agit 
est pour les dômes, ce que la chaînette est pour les berceaux; toutes 
deux servent à construire l'épure de la voûte , en leur menant en 
dedans et en dehors deux courbes parallèles qui forment l'intrados 
et l'extrados. On pourrait par analogie appeler chaînette croissante , 
la courbe relative au dôme ; car on pourrait faire une chaîne dont 
les anneaux allassent en croissant de part et d'autre du point le plus 
bas, et qui étant suspendue , prendrait la courbure du dôme ren- 
versé. Je donnerai dans le chapitre suivant, la poussée de ce dôme. 
Remarquons que c'est une erreur dangereuse des praticiens peu 
instruits, d'employer pour les dômes la chaînette ordinaire qui est si 
différente de la chaînette croissante. 

J'ai calculé une Table qu'on voit ci-après, au moyen de laquelle 
on peut déterminer tout ce qui est nécessaire pour 1 épure du dôme : 
elle fait connaître SP s= jc, PM==/, SM =s, la surface courbe 
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du dôme = s', la sounormale PR = s —fc ~ c'y ^ -^p - La 

Table est calculée pour le cas de c' = 0,0004 •* on cherchera dans 
la Table les valeurs de x ely qui ont le même rapport que a et b 
{voyez n°* x3, i4> 3a) : on multipliera tous les nombres delà Table 

par - ou - , et Ton aura le c' qui convient au dôme proposé , eu 

y x ^ % 

multipliant le 4 de la Table 0,0004 par ou ^. 

Quand on aura construit la courbe , on lui mènera en dedans et 
en dehors deux courbes parallèles chacune à la distance \ k : ces 
deux courbes formeront l'intrados et l'extrados générateurs du dôme 
dont l'épaisseur uniforme sera k : il est aisé de se convaincre que 
les voussoirs seront mutuellement en équilibre. En effet, si Von 
imagine la courbe intermédiaire divisée en petits arcs égaux à ds t 
les voussoirs ou plutôt leur section dans le plan vertical de la courbe, 
seront aussi égaux : la force qui agit sur chaque point de la courbe 
d'intrados sera donc aussi constante , et l'on aura toujours Q 
constant , comme nous l'avons supposé dans la recherche de la 
courbe. 
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Table des rapports entre tare SAf=s, l'abscisse SP=*, Cordonnée 
iW=y, la sous-normale PR=zz, et la sutface engendrée = s' 
dans la chaînette croissante , dans laquelle c' = 0,0004. 
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CHAPITRE IV. 

DE L'ÉQUILIBRE ENTRE LES DOMES A BASE CIRCULAIRE 
ET LES TAMBOURS QUI LES SUPPORTENT. 

SECTION PREMIÈRE. 

Équation d'équilibre entre le Dôme et le Tambour, 

47. Des Dômes équilibrés. Tout ce que nous avons dit dans le 
chapitre II , sur la poussée des berceaux , est applicable aux dômes ; 
les principes sont les mêmes ; il n'y a de différence que dans la 
figure des corps qui se font équilibre. 

Dans les berceaux, si l'on imagine des plans verticaux perpen- 
diculaires à Taxe du berceau, et parallèles entre eux , on a des 
tranches verticales d'épaisseur constante ; c'est pourquoi l'on peut 
se contenter de considérer l'une quelconque de ces seclions. Dans 
le dôme , au contraire , les plans verticaux qui passent par la montée, 
partagent la voûte en secteurs ou onglets, et le tambour, qui est 
un cylindre creux , en prismes , qui ont pour base le petit espace 
nûxliligne ABB'A' (fig. 33) : chacun de ces prismes supporte un 
secteur de dôme , ^t doit résister à la poussée de ce secteur. Le 
dôme et le tambour seront en équilibre , si un secteur quelconque 
et le prisme correspondant se font équilibre. On pourra même 
imaginer une section verticale qui passe par le milieu . du secteur 
et du prisme, et supposer que tout leur poids est concentré dans 
cette section : par ce moyen, on peut calculer dans cette section 
les actions réciproques du secteur et du prisme, comme s'il s'agir 
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sait d'un berceau , avec cette différence que dans les berceaux les 
tranches verticales sont proportionnelles aux aires, au lieu que dans 
les dômes, les poids du secteur et du prisme correspondans ne 
peuvent pas être représentes par Taire de leur section verticale , 
mais seulement par leurs volumes respectifs. 

Cela posé , on pourra , pour trouver l'équation d'équilibre de 
rotation , employer , comme pour les berceaux , deux hypothèses , 
celle du coin avec ou sans frottement , et celle des arcs-boutans. 
Dans la première, il faudra considérer deux portions de secteur op- 
posées , comme formant un coin , le reste du secteur étant sup- 
posé adhérent au tambour. On cherchera quel est le coin qui donne 
le maximum de la poussée F ; regardant ensuite F comme constant, 
il faudra trouver le maximum de Z , par 1 équation d'équilibre. Dans 
la seconde hypothèse on suivra la même marche , mais le frotte- 
ment n'entrera pour rien dans la recherche de la plus grande 



Dans cet article je ne m'occuperai que des dômes équilibrés, 
parce que le calcul est plus simple et plus rigoureux : je ferai usage 
de l'hypothèse du coin sans frottement. 

Nous avons vu dans le n* 4a, équation (33) , que le volume d'un 

secteur, n étant leur nombre, était —^r~' Divisant cette expres- 

dx 

6ion par tang *, ou par ^ , on a , pour la poussée F d'une portion 

quelconque de secteur , F =^ ; c'est-à-dire que cette poussée 

est constante et la même, quelle que soit la grandeur du coin, 
propriété remarquable et commune aux berceaux et aux dômes. 

Cherchons maintenant le volume d'un prisme qui supporte le 
secteur. 

Soit (fîg. 53) le plan delà base du tambour, OÀ = (, AB=Z, 
H = hauteur du tambour ,f = sa densité , on trouvera que le poids 
du tambour est fmHZ, (Z -f- ai) ; celui du prisme ayant pour base 

le peut espace ABB'A', sera - /ZH (Z-f- ai). La distance BG du 

centre de gravité du petit trapèze ABB'A', est BG= §Z ab + z : 
ainsi la figure 9 étant la section verticale du dôme et du tambour, 
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le moment du prisme élémentaire ci-dessus autour du poiut c de 

rotation, sera m, ^ Z (3i-f-Z). 

D'après cela , et conservant toujours la notation convenue , on 
verra facilement que les équations d'équilibre de rotation et du 

non-glissement du tambour, sont, en observant que le facteur^ 

disparaît, 

zc (H-f- h') = 3c (Z — D') tang* 4- J/HZ* (Zb+l)\ 
2c<«(*c tang a (ai-f-Z)) ' 

Il faut se rappeler que dans ces équations on a (fig. 9) 

D'=AR'=A£sinct, /»'=ÉR'=A€cos*, Aa=K, A£= 'K^f*. 

3 an -f- K. 

Ces valeurs sont rigoureuses, mais dans la pratique on peut faire 
A£ = {K. 

11 faut se rappeler encore que c et R doivent être déterminés 
comme nous l'avons vu n* 4 1 - 

On peut, pour la facilité des architectes non géomètres, traduire 
ainsi les formules (36). 

II y aura équilibre de rotation, si le poids du dôme, multiplié par 
la hauteur du tambour et par cota (et étant l'angle du joint des 
naissances avec la verticale) , est égal au poids du dôme multiplié 
par l'épaisseur du tambour, diminuée du demi-joint des naissances, 
plus au poids du tambour multiplié par sa demi-épaisseur. 

Il n'y aura pas glissement des pieds-droits sur leur base, si le 
poids du dôme multiplié par cota, est plus petit que la fraction qui 
exprime le frottement, multipliée par la somme des poids du dôme 
et des pieds-droits. 

Tout ce qui précède suppose que le cylindre creux ou tambour, 
est divisé -en parties égales ou prismes par les plans verticaux qui 
partagent le dôme en secteurs : on sent bien que si le tambour était 
composé de pierres entrelacées et liées ensemble , soit par des barres 
de fer, soit par des saillies en forme de chevilles, soit par tout autre 
moyen , il n'y aurait plus lieu à aucun renversement. Si les assises 
du dôme étaient assemblées de la même manière, il n^xisterait 
plus de poussée : il est étonnant que ce genre de construction ne 
soit pa5 généralement usité. 
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Pression. Quand on néglige le frottement, l'expression de la 
M 

pression est ^ On peut entendre par M le poids soit dune por- 
tion de secteur, soit de la calotte entière du dôme, parce que la 
surface qui éprouve cette pression, augmente en même rapport que 
le nombre des secteurs. La pression peut encore être exprimée par 
^~ : on voit par là qu'elle augmente continuellement depuis la 
clef où elle est amc, c'est-à-dire égale à la poussée horizontale. 

48. Formules pour toutes espèces de Bornes dans les différentes 
hypothèses. 

J'ai déjà dit que la théorie de la poussée des dômes était la même 
que celle des berceaux. Ainsi, en conservant toujours la notation 
du n° 26, et observant qu'ici M, N, S, au lieu d'être des aires 
sont des volumes d'onglets, ou même des volumes de calotte , parce 
que la calotte est au tambour comme un secteur est au prisme 
vertical qui le supporte; on verra que dans toutes les hypothèses, 
les équations d'équilibre de rotation et du non-glissement du tam- 
bour, sont les suivantes : 

H4-AF + %+ND = AS-H$Z+J/HZ»(3£+Z)> „ . 
F < ?r [ S -h mftiL (aè -f- Z)] ) 

Ces équations sont les analogues des équations (22) trouvées pour 
les berceaux : tout se réduit à y substituer , pour avoir Z , les 
valeurs de F et « qui conviennent à l'hypothèse qu'on veut em- 
ployer. Je vais les parcourir. 

i°. Dins l'hypothèse du coin sans frottement, correspondante à 
celle de la Hyre , on suppose que le joint de rupture est à l'inter- 
section de l'intrados par la diagonale du rectangle construit sur la 
montée et le rayon de la base; ainsi on a F=Mcot«, N=S — M. 
Les autres quantités qui entrent dans les équations (37) se déduisent 
toutes des précédentes et de la figure de la voûte : il ne me reste 
plus que des substitutions à faire pour avoir Z. 

2*. Sron considère la voûte entière comme un seul cône ou 
coin sans frottement, il faudra faire ?s =0, M=S, q = h + D', 
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D = q , h = h'. Cette hypothèse ne sera pas praticable lorsque la 
tangente de l'intrados est verticale aux naissances. 

3*. Si on considère deux secteurs entiers et opposés , comme but- 
tant l'un contre l'antre à l'extrados de la clef, et s'appuyant contre 
le tambour, au point A, par l'arête de l'intrados; il faudra faire 

dans les formules (3?), /j=o, N = o, M = S, ç=zb, F = S^—? : 

alors D sera la distance de la montée à la verticale passant par 
le centre d'inertie du secteur entier. Celte hypothèse approchera 
plus <le la vérité dans les dômes surbaissés que dans ceux qui sont 
surhaussés: dans ces derniers elle pourra être absurde, et donner 
F = o ou F négatif, quand D > b ; ce qui arrivera , si l'épaisseur 
de la voûte est considérable et augmente depuis la clef. 

4°. Si on regarde chaque secteur comme étant d'une seule pièce, 
et qu'on prenne pour valeur de F, la force horizontale qu'il faudrait 
employer au milieu de la clef, pour soutenir le secteur en équilibre 
autour du point C, milieu du joint des naissances, il faudra faire 

dans les formules , F = S ^fj^, N = o , M=S, <7 = £-f-D", 

sera la distance de la montée au centre d'inertie du sec- 
leur enûer. Cette hypothèse ne s'écartera jamais de la vérité, si 
l'extrados n'est pas très-aplati. 

5*. Dans l'hypothèse plus rigoureuse du coin avec frottement, 
on aura (voj. n a 26) F = M cot(Ô-r-a); il faudra chercher la va- 
leur de a, qui rend F un maximum, en faisant </F = 0. Regardant 
ensuite F comme constant, et considérant le secteur comme com- 
posé de deux portions dont l'une est adhérente au tambour, il 
faudra chercher le point où il faut appliquer F pour rendre Z un 
maximum; c'est-à-dire qu'il faudra chercher la valeur de et, qui rend 
AF-f-My-f-MD un maximum; ce qui peut se trouver soit par le 
tâtonnement , soit directement par 1 équation Vdh -f- d(M<j) -f- 
d ÇSD) = o. Ayant trouvé a. , ou substituera sa valeur , ainsi que 
celle de F précédemment trouvée , dans l'équation ($7) qui fera 
connaître Z , puisqu'elle est censée ne renfermer que F, H, A, * 
et Z. 

6'. Dans l'hypothèse des deux a,rcs-boutans indéterminés , ou 
aura F = a + k __j i (voj. n° 27). On cherchera d'abord le maximum 
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de F, en faisant </F = o; puis le maximum de Z, comme dans 
l'hypothèse précédente. On choisira ensuite le plus grand des deux 
maximums de Z fournis par les deux dernières hypothèses. 

7 0 . On peut encore adopter une autre hypothèse qui participe 
des précédentes. Après avoir trouvé le maximum de F dans l'hypo- 
thèse du coin avec ou sans frottement, on peut, au lieu de cher- 
cher encore le maximum de Z , substituer tout de suite la valeur 
trouvée pour a et F dans l'équation (37) : cela revient à supposer 
que le coin de plus grande poussée est aussi celui qui a le plus 
grand moment relatif pour renverser le pied-droit ; quoique cela ne 
soit pas vrai, il en résulte une valeur assez approchée pour Z. 

Pression. Quant à la pression qui a lieu entre deux voussoirs 
quelconques d'un secteur, elle est la même que celle qu'exerce la 
calotte entière sur la zône conique qui la supporte. Tout ce que 
nous avons dit dans le n° 26, s'applique ici : il suffit de regarder 
M comme le volume de la calotte, et F comme le maximum de 
poussée exercé par le dôme dans tout son pourtour. 

La distinction que nous avons faite entre les berceaux de la pre- 
mière espèce et ceux de la seconde, n'a pas pas lieu pour les dûmes 
engendrés par l'intrados et l'extrados qui auraient formé un ber- 
ceau de l'une ou l'autre espèce. Je vais prouver que la poussée 
qui, abstraction faite du frottement, a pour expression M cota, est 
toujours nulle à la clef, à moins que le rayon de courbure n'y soit 
infini: en effet, l'expression du voussoir élémentaire delà clef, 
qui a la forme d'un petit cône tronqué dont le rayon de la petite 
Tnhds* 

base est ds = -^- ( 3r»-r-3rA: k*), expression dans laquelle r 

est le rayon de courbure à la clef; c'est la valeur de M à la clef. On 
a aussi en ce point 

u» g ,=«fe=<i(§) <*«-^. rzr.^V'+W). 

quantité qui renfermant encore ds, fait voir que t J^ ou la pous- 
sée exercée par le petit voussoir de la clef d'un dôme , est infi- 
niment petite, à moi us que r'ne soit infini, auquel cas elle de- 
vient f, et peut être fioie : cela n'empêche pas que la pression ne 

soit 
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soit toujours égale à la poussée horizontale qui a lieu aux nais- 
sances, laquelle est alors l'effet non de la clef, mais de la réaction 
des voussoirs inférieurs. 

4g. Volume et centre d'inertie ét un onglet. 
L'application des formules du n* précédent exige la détermina- 
tion préalable de M , N , D , /. 11 est impossible de donner des 
formules qui dispensent de toute intégration , puisque les quantités 
ci-dessus dépendent de la figure de la voûte ; mais on peut du moins 
tracer la marche du calcul ; c'est ce que je vais foire. M. Bossut , pour 
plus de commodité, substitue à l'onglet N, un prisme ayant même 
base et même hauteur. Outre que ce prisme est plus grand que 
l'onglet, leurs centres d'inertie sont placés bien différemment à 
l'égard de la montée : l'erreur qui résulte de cette fausse suppo- 
sition est trop considérable pour être négligée , même dans la pra- 
tftme (voyez Dynamique citée n' a4, page 4 f 6)- 

Il s'agit de trouver le volume M engendré par l'aire SSTE (fig. 58), 
et celui N produit par la révolution de l'aire EFoA ; quoique la chose 
soit toujours possible, cependant pour simplifier un peu les calculs, 
j'imagine par le milieu R de EF, l'horizontale pqQ , et je substitue 
aux aires SSTE, EFaA, les aires SS'pq, qpaK> qui sont très-sen- 
siblement égales aux deux premières. Si l'on imagine deux sections 
horizontales infiniment proches , l'expression du volume de la tranche 
élémentaire du dôme, distraction faite delà partie vide, en conser- 
vant la notation convenue, sera my*tbf — my'dx. Donc mf/ % dx' 
— mfy % dx sera le volume de la calotte M , en prenant l'intégrale 
depuis la clef jusqu'à l'horizontale Q/? qui est donnée de position : 
la même intégrale, prise jusqu'à la" ligne des naissances , sera 
la valeur de S. La différence des deux intégrales donnera N. Il faut 
trouver ensuite la position du centre I de gravité du secteur infini- 
ment petit, dont. SS'pq est la section verticale moyenne, et du 
centre G de gravité de l'onglet correspondant à l'aire qpaA : ima- 
ginons deux sections horizontales infiniment proches ; chaque or- 
donnée, telle que pQ, décrit un petit secteur de cercle pQp' (fig. 5tf *). 
Soit n, le nombre infiniment grand des secteurs pQp', compris dans 
le cercle entier dont pQ est le rayon; on aura, pour le volume du 
petit prisme dont pqq'p' est la base et dx l'épaisseur, l'expression 
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my ldx ' ~ m f dc : la somme de ces petits prismes qai composent l'on- 
glet SS'pq, sera -ff'dx — T ^fj l dx i en prenant l'intégrale jusqu'à 
l'ordonnée pQ. 

Le moment du petit prisme , ayant pour base le secteur circu- 
laire pQp' à l'égard de la montée passant par Q, est ^/*da! .fj', 

ou —f 3 dx' ; le moment du secteur vide est ï^fdx ■ donc 
le moment de la petite tranche pqq'p', est — ~j*dx, et 

leur somme ^ f f^djc — ~ ffidx. Divisant cette somme des mo- 
mens par la somme des volumes de ces mêmes prismes trouvée 
plus haut, on aufa ^^^ZjysL ; cette quantité sera la distance 
QL , si l'intégrale est prise jusques à la ligne Qp : ce sera an con- 
traire la valeur de OL' ( distance de la montée au centre de gravité 
du secteur total) , si l'intégrale est prise jusqu'à la ligne OA. 

On verra aussi qu'on aura OL', en divisant la somme des momens 
des petits prismes compris dans l'onglet qpa\, par le volume de cet 
onglet : on a 

qpaK. = SS'a A — SS'pq = OS'a — OSA — OS> + QS?. 

Les secteurs dont ces aires sont les sections , fournissent une équa- 
tion analogue. Maintenant, pour éviter la multitude des mots, dé- 
signons par le signe/ 1 ' une intégrale prise jusqu'à la ligne OA, et 
par /"l'intégrale prise jusqu'à, la ligne Qp seulement, on verra, avec 
un peu d'attention, qu'on a les expressions suivantes : 
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dôme ayant pour demi-coupe verticale 

SS'o A = S = mfy % dx — mfydx , 
calotte ayant pour demi-coupe SS'pg , ou 

volume engendré par qpak , ou 

T*^m(r/*<h?--fYdx-'ff*<&+f/'dx); )...(58) 

SECTION II. 

Applications. 

50. Dôme d'épaisseur uniforme. Il s'agit dans cet article du n* 45, 
dont nous avons vu que l'intrados générateur était, pour les dômes, 
ce que la chaînette est pour les berceaux ; tout se réduit donc à 
appliquer convenablement les formules (56) du n* 47. La première 
chose à faire, est de chercher la valeur de G et tang a, qui entrent 
dans l'équation (36). Or, en retournant aux h M 45 et 47» on recon- 
naîtra que la quantité c de l'équation (36) est la même chose que 

la quantité du n* 45 : on aura donc c y en déterminant c', comme 

nous l'avons vu n* 4 5 > par la condition qu'on ait x = aO (fig. 37) , 
ou x= a -f- i k = d, quand y =OR' = * -f- U = V . On verra de 

même que tang et = ^ vaut ici £ e 0 -** — ie""^ : on a ainsi tout 

ce qui entre dans les formules (36) , et il sera aisé d'en conclure Z. 

51. Dômes en cul-de-four. appelle cul-de-four, un dôme 
engendré par la révolution d'une demi-ellipse autour de son demi- 
axe vertical , ou plutôt par la révolution de deux courbes menées 
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parallèlement en dehors et en dedans de l'ellipse. Le cul-de-four 
est dit surhausse' ou surbaissé, suivant que la montée- est plus 
grande ou plds petite que le rayon de la base : on voit que ces dômes 
sont de l'espèce de ceux que j'ai appelés non-équilibrés , et qui ne 
subsistent que par la liaison du ciment. 

Je ferai usage dans cet article, des formules du n* 48, en suivant 
ce qui a été dit dans le 4*- de ce n*. En appelant* la surfjtce engendrée 
par la révolution de l'ellipse a€ (fîg. 34) , le volume du dôme sera 
très-sensiblement hs- p ainsi on aura S = ks. Faisant de plus, pour 
abréger, b+{k=b' , a-f-|A = a', et faisant attention queD='*, 
les formules (37) deviennent 

**H b -=^= ks (Z - i *) + £/HZ' (3i+ Z). 
ks V -=^ < * [ks +/HZ (2* H- Z)]. 

Il ne reste plus , pour pouvoir finre usage de ces formules, qu'à 
déterminer s et D. comme ce calcul est assez long, j'ai calculé 
deux tables qui en dispensent. 

La première fait connaître D = OG' r relativement aux différentes 
grandeurs de la montée Oa = <i', dans la supposition du demi-arc 
horizontal OC = h' = 1 . La seconde fait connaître la valeur cor- 
respondante de s. 

En faisant attention que les surfaces semblables sont entre elles 
comme les quarrés djes dimensions homologues , on aura la valeur 
de s qui convient au dôme proposé , en multipliant le signe S de 
la table par b*. On verra aussi que pour avoir le D de la formule, 
il faut multiplier le D de la table par b'. 

Supposons, pour faire une application, OA=&=20, OS=a=i4, 
SS' = * = a , d'où a'=i5, £' = 31 ; il faut chercher dans la table 
le point où la montée est les £f ou les 0,7 \£^ hat * du rayon de la 
base , pour avoir les valeurs correspondantes de D et s , en prenant 
des parties proportionnelles : on trouvera 5 = 5,1282 , 0=0,7621. 
Multipliant cette valeur de D par b' ou ai , et celle de 5 par ou 

- a m m 

ai , on aura pour celles qu'il faut éubstitucr dans les formules ci- 
dessus, D= 16,00, $ = 2261,4. Le reste du calcul n'a plus rien 
d'embarrassant. 
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Observons que pour avoir les valeurs plus exactes de TÊ$kl s , 
il faudrait employer la méthode d'interpolation , en prenant les 
différences premières et secondes des termes des tables , voisins 
de ceux entre lesquels on veut intercaler. 

» 

Table de la distance de la montée à la verticale passant par le centre 
de gravité d'un secteur d'ellipsoïde. 



0« 


D oudisttnce 


0* 


Don distance 


0* 


D ou distance 


0. 


Don distance 


ou 


du centre 


ou 


do centre 


on 


da centre 


cm 


do centre 


montre. 


de gravite. 


montée. 


de grav ité". 


montée. 


de gravite. 




de gravite'. 


O.l 


0,6746 


0,8 


0,770a 


1,5 


0,8091 


3,3 


0,8353 


0,3 


0,6902 


°>9 


0,7784 


1,6 


o,8ia3 | 


a,3 


o,8a68 


0,3 


0,7070 




0,7854 


»»7 


o,8i5i 


M 


o,8a8i 


0,4 


0,7309 




o,79»5 


1,8 


0,8176 


3,5 


0,8393 


0,5 


0,737a 




0,7968 


',9 


0,8198 






o,6 


0,7498 


i,3 


0,801 5 


3,0 


o,8ai8 






°,7 


0,7608 


i,4 


o,8o55 


a,» 


o,8a3 7 1 







Si l'on voulait avoir la capacité recouverte par le dôme , on re- 
marquerait qu'elle est les deux tiers du cylindre dont le diamètre 
est 2b et la hauteur a : elle est donc § mab*. 
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Table des surfaces des différentes ellipsoïdes. 



0« 


S 




9 




c 
S 


0* 


S 


on 


OU MK 


on 


01 aire 


ou 




ou 


OU tire 




du dôroc. 


montée, 


du donc. 


III nufre. 




nionufe. 


du dôme. 


o,t 


5,a36i 


0,8 


5,4644 


1,5 


8,459a 


a, a 


1 1 , 6690 


o,a 


3,4356 


0.9 


5,8687 


1,6 


8,9088 


3,3 


I3,l364 


0,3 


3,6970 


'.O 


6,a83a 


".7 


g,36a3 


a.4 


ia,6o53 


0,4 


4.0009 


1,1 


6,706s 


1.8 


9,8186 


.,5 


13,076a 


0,5 


4, 335 9 


«,a 


7,i36o 


«.9 


10,3774 




■ 


o,6 


4.6948 


',3 


7> 57«a 


3,0 


io,73g3 






| o»7 




',4 


8,oi34 


a,i 


11 qq32 t 







Observons encore que pour avoir Z dans la formule ci-dessus,' 
il ne 6era pas nécessaire de résoudre une équation du troisième 
degré; on négligera Z dans le facteur (3A Z) , et l'on aura une 
première approximation , en résolvant l'équation du second degré : 
on mettra la valeur numérique trouvée pour Z dans le même fac- 
teur seulement, et l'on résoudra de nouveau l'équation du second 
degré, ce qui donnera une seconde valeur de Z plus approchée; on 
pourrait continuer ainsi : 

5a. Dôme hémispfiériçue. Le dôme hémisphérique n'étant qu'un 
cas particulier des dômes en cul-de-four, il suffît de faire a" =.b' 
dans les calculs du n* précédent , et D = 0,7854 V. Remarquons 
encore qu'ici on.aS, d'une manière directe et plus rigoureuse 
qu'en multipliant la surface moyenne par l'épaisseur : en effet , il 
sera aisé de voir qu'on a le volume du dôme, en retranchant la 
demi-sphère vide de la demi-sphère totale , ce qui donne 

S = >( b -4- k) 3 — | mb* = £ m (3* • + 3 bk -f k*) k. 

Faisant ces substitutions dans les formules du n" précédent, on a les 
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DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES, 
suivantes pour le dôme hémisphérique, 

Je vais chercher actuellement l'équation d'équilibre de rotation 
dans l'hypothèse du coin sans frottement, c'est-à-dire, en concevant 
qu'une calotte dont l'angle générateur est et, repose sur la surface 
conique du reste du dôme, et fait effort pour l'écarter. 

La figure 39 représente une section verticale du dôme et du 
tambour ; et€ est le profil d'une sphère intermédiaire passant par 
les centres de gravité de tous les voussoirs. Ces Youssoirs sont dt 
petites pyramides tronquées inégales, mais qu'on peut supposer 
égales, quand il s'agit de trouver leurs centres communs de gra- t 
vite. La valeur de O* sera sensiblement Oa = h k = V •. si on 
veut l'avoir rigoureusement, il faut chercher le centre de gravité 
d'une pyramide tronquée infiniment petite , dont la hauteur est k y 
et l'on trouvera 

„ 3B*t-M 3D J + B*A -f- Bi* + ft 3 

° a = r== < ?BTZP = 4 — F+bT+P— 

La première chose à faire est de chercher la distance OG'=D 
de la montée au centre G d'inertie de l'onglet qui a pour profil 
EF«A;.ce centre sera le même que celui *de la portion de sphère 
intermédiaire dont nous avons parlé. Soit (fig. 3g *) a££' le triangle 
sphérique déterminé dans la sphère intermédiaire par les deux plans 
verticaux qui comprennent l'onglet, il s'agira de trouver le centre G 
de gravité dff la portion RR'(T£ de ce triangle sphérique. 

Je fais pour simplifier Oa = b k = B : soit aussi CM= s. Cela 
posé , on aura (fig. 5g) 

secteur sphérique , ou volume engendré par SOE =3 mb*(i — cosa) ; 
secteur sphérique, ou volume engendré parS'OK=jmB J (i — cos*); 
calotte ou volume engendré par SS'FE=A#n(i— coa*)(B* — P)ssM; 

hémisphère vide, ou volume engendré par OSA z^-mb 3 ; 

hémisphère total, ou volume engendré par OS'<? s= §roB s ; 

dôme entier = 5 m (B 5 — b 3 ) : 

volume engendré par EFaA = § mÇB 1 — b 3 ) cos* =N ; 
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Zone engendrée par Tare Mm=2mjrds. Donc n étant le nombre infini- 

amsds 



ment grand des secteurs, on aura aire Mram'M'= • «on moment 
à l'égard de l'axe = '"ff**** . somme de ces momens = — fyds ; 



quantité qui, étant intégrée depuis € jusqu'à R, est 
^(sinacosa.r-f-O, ou ^£sin* cosa-|- i/n(i — ~)[], 

(en observant que s = * mr ^°l~*^ . 

^ Si on divise cette somme des momens par la surface RR'ÉC, 

qu on verra être — — ±- ou - — , on trouvera pour la distance 

cherchée à l'axe du centre d'inertie de l'aire courbe RR'£'£, ou 
de l'onglet engendré par EFaA, l'expression 



OG' 



= D = ,r(sina + ^L^l)- 



On verra aussi qu'on a RR'c=rcosa, OR* = rsin *. 

De toutes ces données , on conclut aisément la formule suivante 
pourj équilibre de rotation 

M(H+rco«*)eot*-M(6+Z— rin«) + N(&+Z— D)+jm/HZ'(3A-f-Z). . .(*). 

Si l'on fait « = 45°, 0a aura 

D = 0,9089^ sin <t = cos a = -7= = 0,70^1; 

V a 

c'est l'hypothèse en usage ; mais ma formule dispense de chercher 
le centre de gravité de l'onglet, ce qui est assez pénible. 

Si l'on veut, conformément à ce qui a été dit dans le 7*. du 
n* 48 , prendre pour la poussée grand F , celle du coin qui exerce 
la plus grande, on aura, dans l'hypothèse du coin sans frottement, 
F = M cot oc. En jetant les yeux sur l'expression rapportée ci- 
dessus, on verra que la quantité qui doit être un maximum, est 

ici COt*(i — cos a), ou cota — Diflcrcntiant et divisant 

par 
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par det\ on a , réduction faite , cos ac — a cos « «4- i = o , équation 
dont les trois racines sont cos « = i , cos * = I (— i dt \/5). La 
première, ainsi que celles données par dx = o et cos* = o, in- 
diquent un minimum : celle qui donne le maximum cherché , est 
cos * = { (— i -f- VÎ) = 0,618 , d'où et = 5i' 5o' : c'est là l'angle 
qui donne le coin de plus grande poussée. 

Cette valeur de et , étant substituée dans l'équation (b) , donnera 
une valeur de Z plus approchée, mais qui ne sera pas son vrai 
maximum , puisqu'il faudrait encore chercher le point d'application 
le plus favorable pour la poussée F , regardée comme constante. 

La formule (a) peut être traduite de la manière suivante pour les 
praticiens. 

Il y aura équilibre de rotation, si le poids du dôme , multiplié par 
la haUteur du tambour et par le nombre 0,2146, est égal au poids 
du dôme multiplié par l'épaisseur du tambour diminuée de la demi- 
épaisseur du dôme, plus au poids du tambour multiplié par sa 
demi-épaisseur. 

Il n'y aura pas glissement du tambour, si le produit du poids du 
dôme par le nombre o,ai4G, est plus petit que le frottement mul- 
tiplié par la somme des poids du dôme et du tambour. 

53. Dôme du Panthéon français. Ce dôme (fig. 38) est engendré 
par la révolution de deux paraboles, dont l'une forme la surface 
d'intrados, et l'autre celle d'extrados. En faisant OS'=A, OS=a, 
Oa' = B, AO = 6, la parabole d'extrados aura pour équation 

B* t' A* 
f j* = - j-, et celle d'intrados,^ = -x; d'où l'on tire (conformé- 
ment au n* 29) 

J'intègre ces équations, et ayant Q/? = B', Qq = U ; je mets dan* 
les intégrales successivement B et B' pour j^, ainsi que h et b' 
pour,/. Par là, j'ai les deux espèces d'intégrales f , f des formules 

i5 
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38 du n* 49> qui deviennent 

, mA'B' ma'b* 

- 1 ~~ 5 "âB 1 âS 1 " » 



N = ™(iAB--!oA.-^ + ÎL£), 

n 8(AB'-«P ) 
Ulj *~" i5(AB* — oA*)' 

i5(AB'_a4» --H-^ 

Les dimensions da dôme sont b= 5a pieds, B= 55, y/5, 
= 55,4a5 , A = 56, 9 a5 , AD = H = 44. 

Pour avoir, d'après la règle usitée, la position E du joint de rup- 
ture EF , on imagine un rectangle dont OA et OS sont deux côtés ; 
la diagonale menée par le point O , détermine le point E sur l'in- 
trados : on trouve ici que EP = 19,84. Le joint EF étant perpendi- 
culaire à l'intrados, la position de la ligne pQ est déterminée , et 
l'on trouve />Q = B' = ai,5i , et <?Q = l>'= 19,2a, S'P=:aa,8i, 
OQ = 34,a55 = h , AR* = 7=1 i,aa4. 

On a de plus cot«t:= jj£= d'où, pour le joint EF, cota 

= 0,4806, et pour le joint Aa , cot et = 0,2887. 

Si , conformément au i*. du n° 48, on adopte l'hypothèse usitée du 
coin déterminée par la diagonale menée du point O, on trouvera 
Z=i,3. 

Si, conformément au a*, du n* 48, on considère le dôme entier 
comme un seul coin , on trouve Z = 5,g. 

Si, conformément au 5°. du n' 48, on considère deux secteurs 
entiers buttant à l'extrados de la clef et à l'intrados des naissances, 
«o trouve Z = 3,96. 

Si on prend pour arcs-boutans à la clef la portion de secteur 
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SSTE, en regardant le reste du secteur comme adhérent au tam- 
bour, on trouve uue quantité négative pour Z, ce qui signifie que 
l'arc-boutant ne saurait renverser le reste du secteur à cause de 
son adhérence, si petite que soit 1 épaisseur Z. Cette hypothèse de- 
vient absurde dans le dôme proposé. 

Si, conformément au 4'- du même n', on considère le secteur 
entier comme un arc-boutant pouvant tourner autour du point €, 
milieu du joint des naissances, on trouve Z = 4M , résultat plus 
probable. 

M. Bossut a trouvé , dans la première hypothèse , 3,a5 au lieu 
de i,3 : voici les causes de cette différence. Premièrement, nous 
avons ru qu'il a substitué au secteur EFaA, un autre secteur très- 
différent en volume et par la position de son centre d'inertie : secon- 
dement, il s'est trompé d'un tiers dans le volume de la calotte; car 
il retranche le paraboloïde vide d'un paraboloïde extérieur, qui ne 
repose pas sur la même section horizontale : troisièmement, il a fait 
entrer dans le calcul , la lanterne ou cylindre creux qui entoure la 
partie supérieure du dôme, ainsi que lattique ou espèce de tour 
annulaire qui repose sur le tambour. Je n'ai pas tenu compte de 
cette lanterne et de cet a ni que , parce qu'il aurait fallu connaître 
leurs dimensions et leur position : au reste il est toujours aisé d'y 
avoir égard. L'un de ces corps s'ajoute à la calotte , et l'autre au 
tambour ; ce sont deux forces dont les moroens se calculent comme 
nous l'avons feit pour le dôme et pour le tambour. 

Observons, en finissant cet article, que si l'architecte du Pan- 
théon eût été géomètre, au lieu de faire décroître l'épaisseur du 
dôme depuis les naissances, il eût fait le contraire; car nous avons 
vu dans le chapitre précédent, que lorsque l'intrados est parabo- 
lique, l'épaisseur doit augmenter depuis les naissances, et le dôme 
se terminer en flèche. 

SECTION III. . 

Du Tambour d'égale résistance et du minimum des matériaux. 
54. Tambour d'égale résistance. 

Le problème dont il s'agit ici est l'analogue de celui du n* 38. 



ll6 THÉORIE 

On demande la figure qu'il faut donner au tambour pour qu'il ré- 
siste également dans tous ses points au renversement, en supposant 
qu'il puisse se rompre par assises horizontales , et que la partie vide 
du tambour soit cylindrique. 

Imaginons par le pôle du dôme une infinité de plans verticaux : 
ces plans partageront le dôme en un nombre n infiniment grand 
de secteurs ; ils partageront aussi le tambour en un nombre d'on- 
glets qui étaient des prismes, quand le tambour était un cylindre 
creux. 

Soit (Gg. 3a) une de ces sections verticales qui, par sa révolution 
autour de la montée , engendre le dôme et le tambour. En ima- 
ginant une section horizontale , elle sera représentée par la figure 35 , 
et le petit trapèze ABB'A' sera la section de l'onglet du tambour 
compris entre les deux plans verticaux élevés sur OB et OB'. 

Soit toujours F la poussée horizontale que le dôme entier exerce 
F , 

dans son pourtour , — sera la poussée appliquée en E contre l'on- 
S 

glet du tambour ; — sera le poids du secteur du dôme qui presse 

en E l'onglet : deux autres forces concourent avec la dernière pour 
s'opposer au renversement autour du point N , de la portion d'on- 
glet engendrée par l'aire AENQ : ces deux forces sont les poids de 
cette même partie d'onglet , et la force d'adhérence g , qui unit 
cette partie supérieure de l'onglet à la partie qui est en-dessous de 
la section horizontale NQ. Il faut, pour l'équilibre du système, 
que le moment de la poussée , à l'égard du point extérieur N d'une 
section horizontale quelconque , soit égal à la somme des trois 
forces verticales dont nous venons de parler. 
En conservant la notation du n* 38, on trouvera, comme nous 

l'avons déjà dit au n» 4 7 , aire ABB'A' = - z ( ai -f z). 

En imaginant une autre section horizontale passant à la distance 
dn de la première , le poids d'une tranche élémentaire d'onglet 

ayant pour base ABB'A', sera 2/ a (aft + s) du. 

La distance AG (fig. 53) du point A au centre d'inertie de cette 

tranche, qui est un petit trapèze , sera AG z=\z * b { ***' . 
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La somme des moniens de toutes ces tranches, à l'égard de 
. l'axe AD (flg. 3a) , sera/ABB'A'. ÂG, cesl-k-dlve^f/(Uz'+2z 3 )du. 

Divisant cette somme des momens par la somme - ffdu (zbz -f- z % ) 

des tranches ou volume de l'onglet engendré par AENQ , on aura 
pour la distance du centre de gravité C de cette portion d'onglet 

à h ligne AD, Qg- gffffig , HO'-.-QC'. 

Le moment de la portion d'onglet engendrée par AENQ, à l'égard 
du point N de rotation, sera 

ïw*+*>(»-féS5?l).« 

/du + z') - g>, (3i*- + a*'). 

g étant la force d'adhérence qui a lieu pour une aire = j , la 
somme de ces forces, distribuées sur la section ABB'A' de 

rupture, est g. ABB'A', c'est-à-dire ^ (afc -f- z»). La résultante de 
ces forces agit à la distance BG (fig. 33) = i 3 : leur mo- 

ment, à l'égard du point N , est donc ^£ (3£s*-f- z 3 ). 

Égalant le moment de la poussée du secteur du dùrae, lequel 
est ~ , a Ja somme des momens des trois forces verticales trouvées 

ci-dessus, on a l'équation d'équilibre suivante, dans laquelle « ne 
se trouve plus : 

Je différencie deux fois de suite cette équation pour la débarras- 
ser du signe/, en regardant dz comme constant; j'ai, toute réduc- 
tion faite, 

[ ro/( + J * 5 ) — F] d*u + imf(ibi -f- a') dzdu + 2mg (A + z) dz* = o. . . . (*). 

Pour intégrer celte équation, il faut faire du — pdz, et il vient 
dp -f- Zpdz -f- 7/dz == o , dans laquelle Z , 'Z' sont des fonctions 
de a , et qu'on pourra intégrer par les méthodes connues. Ou dé- 
. terminera les deux constautes comme dans le n* 38. 
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Nous avons supposé que chaque onglet du tambour était d'une 
seule pièce, ensorte que l'adhérence d'une molécule à l'autre est 
la même dans tqute la hauteur. Mais presque toujours chaque on- 
glet est composé de plusieurs assises, ou lits de pierres posées les 
unes sur les autres ; alors l'adhérence est presque nulle d'un lit à 
l'autre : ainsi on aura une solution plus conforme à la réalité en 
faisant g très-petit , ou même nul dans les calculs précédons.' 

La solution que M. Bossut a donnée de ce problème est erronée ; 
il s'est trompé dans la détermination de la distance du centre de 
gravite de l'onglet à l'égard de la ligne AD : il faut supposer a? 5 dans 
son expression au Heu de^ J . 

55% Minimum des matériaux. 

Les dûmes sont encore susceptibles d'un perfectionnement aua- 
logue à celui que nous avons déterminé n* 3$, pour les berceaux. 
On peut se proposer cette question : Connaissant la hauteur du 
tambour, le rayon du vide, la pâture de l'intrados et celle de 
l'extrados , trouver quelles doivent être la montée du dôme et l'épais- 
paisseur du tambour, pour que le tout étant en équilibre, la totalité 
des matériaux du dôme et du tambour soit un minimum. 

On voit qu'ici la quantité qui doit être un minimum est 

SH-m/HZ(a£-f-Z), dans laquelle il ne faudra faire varier que 
la montée a et l'épaisseur Z du tambour, après y avoir misf^our S, 
sa valeur en fonction de a, b et k, donnée par la figure du dôme. 
L'équation rfs-f- 2/w/"HtffZ/(4-f-Z)==:o , devra être combinée avec 
celle d'équilibre de rotation, pour en tirer les valeurs cherchées 
de a et Z. 
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CHAPITRE V. 

DES VOUTES IRRÉGULIÈRES , OU DONT LES JOINTS 
IVE SONT PAS NORMAUX A L'INTRADOS. 



SECTION PREMIÈRE. 

Des Voûtes dont les joints concourent en un même point, 

56. Licites de courbure des surfaces courbes. Conditions que 
doivent remplir les joints. 

Je rapporte ici quelques réflexions de M. Monge , sur la théorie 
des surfaces courbes, parfaitement applicables à la théorie des 
voûtes : elles sont extraites d'un excellent Mémoire inséré dans le 
deuxième cahier du Journal de l'Ecole polytechnique. 

« Après avoir conçu , par un point quelconque d'une surface 
» courbe, une normale à cette surface , si l'on veut passer au point 
» infiniment voisin par lequel la nouvelle normale- soit dans le 
» même plan que la première , et la rencontre par conséquent eu 
» un point , on peut toujours le faire dans deux directions : ces 
» deux directions sont toujours à angle droit sur la surface , et 
m elles sont les seules qui donnent ce résultat, si Ton en excepte 
» le cas particulier de' la sphère pour toute la surface, et quelques 
» points remarquables pour d'autres , tels que les sommets des sur- 
» faces de révolution. ♦ 

» Les deux points dans lesquels chaque normale est rencontrée 
» par les deux normales infiniment voisines , sont les centres des 
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» deuï courbures de la surface dans le point que l'on considéré ; 
» les distances de ces deux points à celui de la surface, sont les 
» rayons des deux courbures ; et les directions rectangulaires dans 
» lesquelles on passe de la normale aux deux normales consécu- 
» lives qui la coupent, sout les directions de ces courbures. 

» Si l'on conçoit que le point de la surface se meuve de manière 
>, qu'à chaque instant des directions des deux courbures, il suive 
» celle qui est dans un premier sens , et qu'il continue ainsi de 
» se mouvoir autant que le permettra 1 étendue de la surface, 
j» la courbe qu'il parcourra sera celle de l'une des courbures. 
* En concevant par chaque point une courbe parcourue de cette 
>» manière, on aura la suite des lignes de la première courbure, qui 
» diviseront l'aire de la surface courbe en zônes , suivant une pre- 
» mière direction. Si l'on conçoit que le point de la surface , au lieu 
» de suivre dans son mouvement la direction de La première cour- 
» bure, suive au contraire celle de la seconde, il parcourra une 
» courbe de la seconde courbure, et cette courbe coupera toutes 
» celles de la première à angles droits. En concevant pour chaque 
» point une courbe parcourue de cette seconde manière , on aura 
» la suite des lignes de la seconde courbure, qui diviseront l'aire 
» de la surface en d'autres zônes , suivant une nouvelle direction. 
» Enfin , chacune des lignes de l'une de ces deux suites étant per- 
» pendiculaire à toutes celles de l'autre suite, et réciproquement, 
» il s'ensuit que ces deux suites de ligne de courbure diviseront 
m l'aire de la surface courbe en élémens qui seront tous rectan- 
w gqlaires : cela peut être rendu sensible sur les surfaces de ré-> 
» volution prises pour exemple. 

» Sur les surfaces de révolution , on ne peut passer d'un point 
m à un autre ponr lequel les deux normales sont dans un même 
» plan, à moins qu'on ne suive ou la direction du méridien, ou 
» celle du parallèle qui passe par ce point : suivant toute, autre 
» direction , les deux normales ne se rencontreraient pas, puisque, 
» étant des méridiens diflerens, elles ne passeraient pas par le même 
m point de l'axe. Les méridiens sont donc la suite des lignes d'une 
» des courbes , et les parallèles la suite de celles de l'autre : chaque 
» courbe de l'une de ces suites est perpendiculaire à toutes celles 

>» do 
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» de l'autre ; et les deux suites divisent l'aire de la surface en élé- 
» mens que l'on peut regarder comme rectangulaires. 

» Si la normale se meut de manière que , sans cesser d'être per- 
» pendiculaire à la surface, elle parcoure une ligne de courbure 
m dans chaque instant de son mouvement , elle se portera sur une 
» des deux normales infiniment voisines qui la coupent, et elle en- 
» gendrera une surface qui sera développable , qui sera partout dans 
» une de ses lignes de courbure. 

» Si pour le même point , la normale parcourt la ligne de l'autre 
» courbure , elle engendrera de» même une autre surface dévelop- 
» pable normale à la surface courbe , et qui rencontrera la première 
» en ligne droite et à angles droits. Si l'on conçoit donc une sem- 
» blable surface pour chacune des lignes de courbure de l'une et 
» de l'autre suites, on aura deux suites de surfaces développablcs 
m normales à la surface courbe , et telles que chacune de celles 
» d'une des suites rencontrera toutes celles de l'autre suite en lignes 
» droites et à angles droits. Toutes ces surfaces développables nor- 
» maies diviseront l'espace en élémens , indéfinis dans le sens de la 
m longueur de la normale , infiniment étroits dans le sens des deux 
» courbures , et terminés par quatre plans rectangulaires entre eux , 
» et par quatre arêtes indéfinies et en lignes droites. 

»» Chacune des surfaces développablcs normales d'une des suites 
» a une arête de rehaussement particulière, et qui , étant le lieu des 
» intersections successives des normales consécutives pour une 
» même ligne de courbure , est le lieu des centres d'une des cour" 
» bures pour tous les points de cette ligne. Si l'on considère donc 
» le système des arêtes de rebroussement de toutes les surfaces dé- 
» veloppables normales d'une même suite, ce système formera une 
» surface courbe qui sera le lieu de tous les centres d'une des 
» courbures de la surface courbe. Les deux surfaces des centres de 
» courbure d'une même surface courbe sont, par rapport à elles, 
» ce que les développées ordinaires sont par rapport aux courbes ; 
» dans quelques cas particuliers, elles sont distinctes l'une de l'autre , 
» et peuvent avoir leurs équations séparées : en général elles sont 
» les nappes différentes d'une même surface courbe , et elles sont 
» toutes deux exprimées par une même équation d'un degré 
» pair. 

16 
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» Les résultats que nous venons d'exposer Succinctement , sont 
» susceptibles de plusieurs applications utiles aux arts; une des plus 
» frappantes a pour objet la manière de diviser une voûte en 
a voussoirs par des joints. 

» Les joints des voûtes doivent satisfaire en même terop6 à un 
m assèz grand nombre do conditions , dont les principales sont , 
» i e d'être partout perpendiculaires à la surface de la voûte , afin 
» que les angles des deux voussoirs consécutifs étant égaux entre 
j» eux , ils résistent également à leur rupture dans l'action que ces 
m voussoirs exercent l'un sur l'autre; a*, d'être perpendiculaires 
» entre eux» par la même raison; 3 e d'être engendrés parle mou- 
» vement d'une ligne droite ; car les surfaces engendrées de cette 
j> manière , sont les seules qui soient susceptibles d'une exécution 
» exacte ; et il faut que les joints des voussoirs contigus soient par- 
» faitement exécutés , parce que de légères incorrections entralne- 
a raient la rupture de l'un de ces voussoirs ; 4* d'être formés par des 
» surlaces développables, afin que les panneaux puissent être appli- 
j> qués sur les différentes faces , et en donner les contours d'une 
» manière rigoureuse. 

m On voit que toutes ces conditions seraient remplies en même 
m temps, si l'on divisait la surface de la voûte par des lignes de l'une 
* et de l'antre des deux courbures , qui fassent espacées entre elles 
n d'une quantité finie dépendante des matériaux , et si les joints 
» étaient formés par les surfaces développables normales à la surface 
?> de la voûte. 

» D'ailleurs si les joints étaient npparens sur la surface de la 
» voûte , ils y traceraient des courbes toutes rectangulaires entre 
>» elles , et qui , dépendant de la nature même de la surface , en 
*» rendraient la génération plus prononcée. Enfin , ce« lignes elles- 
» mêmes diviseraient la surface de la voûte en cempartimens 
n rectangulaires , et susceptibles d'une décoration propre à la 
» surface. 

» C'est vers celte solution générale que les artistes s'étaient tou- 
» jours dirigés ; ils ne l'avaient atteinte que pour les cas faciles des 
y surfaces cylindriques , des surfaces coniques et de celles de révo- 
» lntion. Quant aux autres surfaces courbes dont ils ne connaissaient 
» pas les lignes de courbure, ils les excluaient presque générale- 
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» mini de U composition des voûtes , lors même que les circons- 
» tances l'exigeaient impérieusement; et c'est à cela principalement 
» qu'on doit attribuer les mauvais effets que produisent en général 
» dans l'architecture, les morceaux de traits de coupe des pierres, 
» parce que, pour rendre un trait exécutable , on choisit pour la 
m voûte une surface qui n'est pas toujours celle que la nature des 
» choses commanderait. » 

57. Berceau dont les joints concourent à un centre commun. 
Les principes du numéro précédent doivent être observés autant 
qu'on le peut : néanmoins il est des circonstances ou des considéra- 
tions plus puissantes qui peuvent déterminer à préférer une voûte 
dont les joints ne remplissent pas la condition d'être normaux à 
la surface courbe. Dans cet article , il sera question des berceaux 
dont les joints ont un centre commun et ne sont pas perpendiculaires 
à l'intrados. Lorsque l'intrados est circulaire , la double condition a 
lieu; mais c'est le seul cas où cela arrive : dans tous les autres, on 
peut toujours trouver un extrados qui rende la voûte équilibrée ; c'est 
.de quoi je vais m'occuper. 

Soit ( 6g. 40) ASA' la courbe donnée d'intrados , et aSV l'ex- 
trados qu'il faut trouver pour former un berceau équilibré, tous 
les joints NM devant concourir à un point commun O. 

SoitSOM=f, ON =«, OM=xR, OS=«, SSs=A:,OS = « 
4- * = À, SST*M=M,MN = *. 

En raisonnant ki comme nous Pavons fait dans le n* a du premier 
chapitre , on verra d'abord qu'on a 

aire MNwn =*/M= à K (2R -f- K) dt; 

de plus , la voûte devant être équilibrée , on a pour exprimer cette 
condition, l'équation 

M = c tang « 
(c étant une constante quelconque) ; d'où 
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Egalant ces deux valeurs de </M et mettant u pour R-f-K , on a 

u ._ R'+^L-. 

COS f 

La constante c se détermine par la condition qu'au point S on a 
cos e = i , R=a, u = A; 

ce qui donne 
d'où enfin 



2c = A* — a*; 



«•=R»-f-^=?....(3g). 

COS f 

Tout est connu dans cette équation , puisque le rayon vecteur R 
est donné par l'équation d'intrados en fonction de t : il sera donc 
aisé d'avoir u et par conséquent de construire l'extrados. 

Supposons , par exemple, que l'intrados soit ( fig. 3i ) une ligne 
droite horizontale, on aura 

R = a — , 

CO« f 

et l'équation (3g) devient 



c'est-à-dire que l'extrados est aussi une ligne droite horizontale ; 
ainsi que nous l'avons vu n* 5y. 

Supposons en second lieu que l'intrados (fig. 40) soit compose de 
deux lignes droites faisant avec la verticale , un angle OSM =: Ç , 
on trouvera 

a tin C 
• """ain (ff + O ' 

et en substituant cette valeur de R dans l'équation (3q) ci-dessus; 
on aura l'équation polaire de l'extrados. 

U ne sera pas plus difficile, dans tous les autres cas, d'avoir l'équa- 
tion polaire de l'extrados en u et 6, puisqu'on connaît celle de 
l'extrados aussi polaire entre R et «. 

A l'égard de la poussée de ces sortes de berceaux , U est évident , 
puisqu'ils sont équilibrés, qu'elle est M cot s, c'est-à-dire c , ou 
5 (A* — a») , ou ak -f- \ K Quant à l'équation d'équilibre de rota- 
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lion , il serait superflu de la rapporter , puisqu'elle est la même que 
celle du n° 34. 

Observons que les berceaux dont il s'agit ici offrent plus de faci- 
lité pour l'épure, parce que tous les joints concourent à un centre 
commun : un autre avantage, c'est de pouvoir employer la ligne 
droite pour intrados ; c'est à l'Architecte à peser ces avantages avec 
l'inconvénient qui résulte de ce que les* joints ne sont pas perpendi- 
culaires à l'intrados. 



58. Dômes dont les joints concourent à un centre commun. 

La figure 41 représente une section verticale du dôme proposé 
et de son tambour. On a , comme dans le numéro précédent, 

aire MNnm = *K(aR-f-K) A. 

On verra aisément que la dislance GG' du centre d'inertie de cette 
aire à la montée est 

_ . , i„3R+aK . a . 3R«+3RK-fK» 

Si on multiplie l'aire ci-dessus par aro.GG', on aura , d'après le 
principe de la méthode centrobarique , le volume d'une assise élé- 
mentaire de voussoirs compris dans une section horizontale du 
dôme : ainsi , en appelant M le volume de la calotte correspondante , 
on aura pour l'expression de cette assise , 

<£M= am.GG'.MN«m= \ mJUt sin «( 3R* + 3RK -f- K'), 

ou, à cause de R+K=a, 

dM. = | mdi . sin e ( u 3 — R s ). 

D'un autre côté on a pour exprimer la condition d'équilibre entre 
toutes les assises, l'équation 

_ _ edi 
M = c tang t ou </M = r=s=rz- 

cos « 

Egalant ces deux expressions de ^M, on a pour l'équation polaire 
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de l'extrados générateur , 

= R* -j _ (4o) . 

Il reste à déterminer la constante c. Nous retrouverons ici la 
singularité que nous avons déjà remarquée dans les dômes du 
chapitre III : si on yeut déterminer c par la valeur a que reçoit R 
au point S , ou sin c = o , on ne trouve pour c que zéro , ou bien J 
si l'on fait u infinie au point S. Cela vient de ce que le dôme est 
terminé à la clef par une flèche. Mais on peut se servir du point A 
des naissances pour déterminer c. En effet, si * est alors la valeur 
de t , R' celle de R , et u' celle que l'on veut donner à u , l'équa- 
tion (40) donnera 

c =s j m sin et cos «'('a 1 — 'R 3 , 

quantité finie. Mettant cette valeur de c dans l'équation (40') , on 
aura 

u > = RJ + to.zXc*-'*) (4o% 

lin • cos • 

équation au moyen de. laquelle on pourra connaître u , et cons- 
truire l'extrados, puisqu'on connaîtra l'équation polaire de l'intra- 
dos en R et «. 

A l'égard de la poussée des dômes en question, elle est toujours c, 
et l'équation d'équilibre de rotation est la même que nous avons don- 
née dans le chapitre IV. 

An reste , on peut foire sur les avantages et les inconvéniens de 
ces sortes de dômes , les mêmes observations que dans l'article pré- 
cédent. Ajoutons que dans la pratique , on peut remplacer une por- 
tion infinie de la flèche par un poids d une grandeur finie , comme 
un globe, un cylindre, une pyramide, etc. 

Dans la figure 4* > l'intrados générateur est une ligne droite 
horizontale , et par conséquent la surface d'intrados un plan ou 
cercle horizontal. Ce jdôme est l'analogue du berceau plat équilibré. 
11 offre le moyen curieux de recouvrir une tour ronde par un pla- 
fond circulaire équilibré. 
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Dans la figure 36 , l'intrados générateur est circulaire : nous en 
avons déjà parié n» 43. On peut déduire l'équation polaire de l'ex- 
trados de la formule (54) ; mais on y panient plus simplement par 
l'équation (40') du présent article. En effet, R est ici constant: c'est 
le rayon même de la sphère d'intrados, et l'on a R' = R (et sera 
l'angle du rayon vecteur u' dans le point où l'on veut que l'épais- 
seur do dùme soit u' — R). Ainsi l'on voit qu'il suffit de faire R 
constant dans l'équation (4°'), P our •Vû"' l'équation polaire de 
l'extrados générateur du dùme dont la surface d'intrados est sphé- 
rique. 

SECTION II. 

Des Voûtes à base régulière et symétrique. 

5q. Etant donnée la surfaoe ét intrados , trouver celle d 'extrados. 

Quelle que soit la base recouverte par le dùme , si la surface 
d'intrados est donnée , on peut toujours trouver la surface d'extrados 
qui rend la voûte équilibrée : il suffit d'imaginer par la montée ou 
axe 'vertical, une infinité de plans verticaux qui partageront la voûte 
en secteurs ou voûtes élémentaires partielles. On calculera l'épais- 
seur K pour chaque point d'un secteur quelconque , comme nous 
l'avons vu dans le n" 45, et les voussoirs de chaque voûte élémen- 
taire seront en équilibre entre eux. Il n'est pas moins évident que h 
base étant supposée régulière et symétrique , deux voûtes élémen- 
taires et opposées se feront mutuellement équilibre à la clef : cela 
«e conçoit facilement quand la base «est terminée par une ligne 
courbe comme une ellipse ou un polygone d'un nombre .pair -de 
cùtés. U en sera de même quand la base sera un polygone régu- 
lier d'un nombre impair de eûtes : alors il faut pour concevoir 
l'équilibre, se représenter trois , ou cinq, ou sept , etc. voûtes 
élémentaires symétriquement placées se buttant toutes ensemble 
•à la clef , suivant que le polygone de la base a trois, cinq , sept, etc. 
côtés. . 

La poussée de chaque voûte élémentaire se calculera comme nm*» 
lavons fait dans le chapitre IV ; mais on sent qu'ici les seetcars 
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étant inégaux, leurs poussées seront aussi inégales , ainsi que l'épais- 
seur correspondanle du tambour. Le polygone extérieur de la 
base du tambour aura une figure analogue à celle du polygone 
intérieur. 

Il manquera une perfection à ces sortes de dômes : les joints ne 
seront point normaux à la surface d'intrados; leur succession ne 
formera pas les lignes de courbure dont nous avons parlé dans 
le n* 56. Cependant les premières suites de joints qui sont dans les 
plans verticaux seront agréables à l'œil, puisqu'elles formeront des 
méridiens partant du pôle commun : on pourra même rendre régu- 
lière la seconde suite de joints. Il suffit pour cela d'imaginer un 
certain nombre de plans horizontaux qui coupent la surface d'in- 
trados. Si le nombre des méridiens est assez grand , les petits plans 
inclinés qui séparent les voussoirs d'une voûte élémentaire se con- 
fondront sensiblement avec les cercles parallèles dont j'ai parlé ; 
cusorte que la seconde suite de joints présentera à l'œil l'aspect d'une 
section horizontale. Il restera toujours l'inconvénient que les quatre 
petits plans qui comprennent un voussoir, ne seront point normaux 
à la surface d'intrados , si ce n'est pour le cas de l'ellipsoïde dans les 
deux sections qui passent par les axes. 

,t « ■•« - 

60. Cas où rêpaissew du dôme doit être uniforme. 

' Si l'épaisseur de la voûte doit être constante, il résulte du numéro 
précédent que chaque voûte élémentaire partielle doit avoir pour 
section verticale la courbe du n° 45 j à laquelle j'ai donné par 
analogie le nom de chaînette croissante , parce qu'elle engendre le 
dôme d'épaisseur égale à base circulaire , de la même manière 
que la chaînette ordinaire engendre, par son mouvement parallèle , 
le berceau d'épaisseur égale. Toutes ces chaînettes croissantes qui 
composeront le dôme , auront la même montée avec des bases diffé- 
rentes. La constante c qu'on pourrait appeler le paramètre de la 
chaînette croissante , sera variable pour chaque section. Chaque 
voussoir sera compris entre deux plans ou méridiens et deux petits 
plans inclinés perpendiculaires au méridien moyen, intermédiaire 
entre les deux méridiens précédens. 
On pourrait , d'après la génération précédente , trouver l'équa- 
tion 
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lion de la surface d'intrados , lorsqu'on connaît la base que doit 
recouvrir le dôme. Si cette base est une ellipse et que la montde soit 
donnée, le problème est déterminé. 

On peut encore recouvrir une base quelconque par une autre 
surface courbe qui formera un dôme d'épaisseur égal et différent 
du précédent : cette seconde surface doit être engendrée par une 
chaînette ordinaire qui se meut parallèlement à elle-même. 

Imaginons une ligne horizontale quelconque passant par le centre 
de figure de la base et par l'un des angles du polygone régulier, sur 
cette ligne un plan vertical , et dans ce plan une ligne courbe quel- 
conque que j'appelle directrice. Imaginons maintenant une infinité 
de chaînettes ordinaires posées verticalement l'une contre l'autre, 
s'appuyant par leurs extrémités sur le contour de la base , et ayant 
toutes leurs sommets dans la directrice ci-dessus. Il est évident que 
la réunion de toutes ces chaînettes dont le paramètre c ou le rayon 
de courbure au sommet est variable , formera un dôme équilibré; 
car il sera composé d'une infinité de tranches verticales parallèles 
dont chacune est un oetit berceau en chaînettes. Tous ces petits 
berceaux se soutiendraient isolément , si on supprimait ceux qui 
sont voisins. La surface d'intrados présentera l'aspect d'une suite 
de chaînettes verticales parallèles , et l'on pourra faire rencontrer 
dans des sections horizontales les joints de lit de tous les voussoirs : 
ce qui formera des comparlimens agréables à l'œil, mais qui n'auront 
pas l'avantage d'être perpendiculaires aux faces des voussoirs. 

Si la base est renfermée par une courbe régulière, comme 
une ellipse , on pourra exprimer analyliquement l'équation de 
l'intrados. 

On peut encore obtenir par le moyen de la chaînette ordinaire; 
nn autre dôme équilibré différent du précédent. Imaginons une 
chaînette ordinaire ayant son sommet à la clef donnée de position, 
et s'appuyant sur deux- points symétriques du contour de la base : 
si on fait mouvoir cette chaînette parallèlement à elle-même, de 
manière que son axe soit toujours vertical et que ses extrémités 
touchent toujours le contour de la base , elle engendrera un dôme 
équilibré ; mais ici la directrice que suit 4e sommet de la chaînette 
n est plus arbitraire comme précédemment , quoiqu'elle soit toujours 
une courbe tracée dans un plan vertical. Cette seconde génération 
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est plus simple que la première , en ce que le paramètre c est cons- 
tant : c'est un cas particulier du précédent, où chaque section ver- 
ticale était une ebainette d'un rayon de courbure variable pour son 
sommet , tandis que dan6 le second cas , chaque berceau élémen- 
taire n'est qu'une portion plus ou moins grande de la même 
chaînette. 

On voit par ce qui précède , qu'une base donnée peut être 
découverte par une infinité de dômes équilibrés , la montée étant la 
même. En premier lieu , on peut se donner la surface d'intrados 
et trouver celle d'extrados correspondante. En second lieu , si l'épais- 
seur doit être uniforme et que la base soit par exemple un cercle , 
on engendre un dôme équilibré par la révolution d'une chaînette 
croissante. On engendre encore un dôme équilibré par la juxta- 
position d'une infinité de chaînettes ordinaires et différentes dont 
les sommets sont sur une directrice quelconque. Enfin, on a encore 
un dôme équilibré par le mouvement parallèle d'une même chaî- 
nette ordinaire touchant toujours le même contour de la base. 

Mais il manque à tous ces dômes la conjdition d'avoir les joints 
normaux à la surlace d'intrados. 11 reste donc encore ce problème 
à résoudre. 

Etant donnée la base quelconque d'un dôme et la surface d'in- 
trados , trouver la surface d'extrados qui forme un dôme équilibre , 
àvec cette condition que tous les joints des voussoirs soient nor- 
maux à la surface d'intrados. 

Par exemple , si la base est une ellipse , et la surface d'intrados 
un ellipsoïde dont les deux sections verticales passant par les axes 
de la base , soient aussi des ellipses. M. Monge a bien déterminé 
les deux lignes de courbure qui doivent former les joints , mais il 
reste a trouver la surface d'extrados; car si l'ou fait l'épaisseur cons- 
tante , l'ellipsoïde de M. Monge ne sera pas un dôme équilibré. 
Pour avoir la surface d'extrados qui formerait avec cet ellipsoïde 
jpour intrados , un dôme équilibré, il faut se figurer un petit coin 
rectangulaire ou voussoir compris entre quatre lignes de courbure 
du n° 56. Le principe qu'il faut employer est que ce petit voussoir 
doit être en équilibre entre les quatre autres qui le pressent dans 
deux sens perpendiculaires, de la même manière qu'il l'était dans 
un sens seulement pour les cas de6 berceaux et des dômes à base 
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circulaire. On sent que la difficulté sera bien plus grande, parce que 
chaque voussoir repose sur un plan incliné , et qu'il fout foire entrer 
dans le calcul les équations des ligues de courbure. Quand on aura 
surmonté toutes les difficultés , on n'aura pas encore le dôme le 
plus parfait , puisqu'il n'aura pas une épaisseur uniforme , et que les 
joints ne seront pas normaux à l'extrados. Je vais , dans le numéro 
suivant , exposer de nouvelles considérations qui fourniront d'autres 
dômes équilibrés d'épaisseur égale. 

61. Dôme & épaisseur uniforme , a base elliptique. 

Soit ( fig. 4 2 ) AE A'E' l'ellipse que doit recouvrir le dôme dont 
on ne connaît que la montée OS = a (fig. 43). Soit KL la dévelop- 
pée du quart d'ellipse AE et NI', nX deux rayons de courbure in- 
finiment proches. Imaginons qu'on ait divisé tout le contour de 
l'ellipse en petits arcs tels queNn, et mené tous les rayons de cour- 
bure tels que NI ; qu'ensuite sur toutes ces lignes NI', on ait élevé 
des plans verticaux. Soient ( fig. 44 ) NPII', nplV deux de ces plans 
infiniment voisins , dont la commune section est k verticale II' ; il 
faut redresser ces phms par la pensée en les faisant tourner autour 
des horizontales l'N , Vn , jusqu'à ce que les lignes IP , Ip deviennent 
horizontales. Il faut concevoir ensuite deux arcs de chaînette crois- 
sante PN , pn dans les pkns verticaux ci-dessus. Ces arcs ont leur 
tangente horizontale dans les points P et p , dont les points P* et p' 
de la figure 4a sont les projections horizontales : essarte que PN/qt? 
est un élément de la surface du dôme reposant par le petit arc N/i 
sur le tambour, et s' appuyant par son extrémité supérieure Vp contre 
un pareil élément symétriquement placé. 

La figure 43 représente une section verticale du àV>me et do: 
Umbour, faite par un plan vertical passant par le grand axe de 
Vellipse ; kk est une ligne horizontale passant par la clef donnée 
de position ; Kk , K*k sont deux verticales élevées sur les origines 
K et K' des quatre branches de la développée de l'ellipse; kA. , h A' 
sont deux arcs de ehalnette croissante. Il faut relever par la pensée 
la ligne kk au-dessus de sa projection horizontale KK', et concevoir 
que de tous les points de cette ligne kk, que j'appellerai crête du 
dôme ou ligne des sommets , on ait mené de part et d'autre des 
arcs de chaînette croissante , verticaux et perpendiculaire» a tous les 
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points N de l'ellipse ,4els que PN de la figure 44. La surface courbe 
qui résultera de cette génération, en lui donnant une épaisseur uni- 
forme, formera un dôme équilibré. 

En effet, les voussoirs d'un secteur quelconque, tel quePNnp , 
seront équilibrés entre eux et formeront une petite voûte partielle ; 
car si ( fig. 44) on faisait tourner autour de la ligne II' comme axe 
vertical , la ligne horizontale IP et l'arc vertical PN, on engendre- 
rait un plateau , plus une zône de dôme à base circulaire dont le 
secteur PN/ip serait un élément ou voûte partielle. Il n'est pas moins 
évident , à cause de la figure symétrique du dôme , que tous les 
secteurs étant indépendans les uns des autres et ne se pressant qu'à 
la crête , il y aura aussi équilibre dans le sens horizontal : quatre 
secteurs symétriquement placés dans les quatre quarts de l'ellipse , 
produiront deux à deux , et en sens contraire , une pression hori- 
zontale dirigée suivant la crête et détruite par une pression égale et 
opposée. Les plans verticaux élevés sur les normales à l'ellipse de 
la base, déterminent par leur rencontre avec le plan vertical pas- 
sant par le grand axe, les secteurs du dôme et le système de l'une 
des lignes de courbure. L'autre ligne de courbure est formée par 
le mouvement d'une ligne qui , toujours perpendiculaire à la sur- 
face courbe , ferait le tour du dôme en coupant perpendiculairement 
chaque méridien , et en décrivant une petite surface conique dans 
chaque secteur et variable pour chacun. 

On voit que le problème a plusieurs solutions , et qu'on pour- 
rait , par exemple, après avoir tracé une courbe quelconque ou 
directrice dans le plan vertical passant par le grand axe , lui faire 
aboutir à tous les points du contour de la base des secteurs ver- 
ticaux de chainette croissante , comme nous avons fait. 

Il n'entre pas dans mon objet de discuter, sous le rapport de 
la décoration , le dôme que je viens de décrire : je me bornerai 
à observer qu'il est parfaitement régulier , symétrique , et que 
sa crête horizontale parait devoir produire un effet agréable : 
ces deux extrémités indiquent naturellement la position de deux 
lustres. 

11 reste à donner l'équation de la courbe donnée par la section 
d'un plan vertical perpendiculaire à l'ellipse de la base. J'ai sup- 
posé que cette courbe était celle que j'ai appelée chaînette crois- 
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santé dans le n* 45 : elle est bien de la même famille, mais elle 
renferme une constante de plus qui est différente pour chaque point 
de l'ellipse. Dans le dôme à base circulaire, la même courbe en- 
gendre tous les secteurs par sa révolution autour de la montée qui 
est l'axe commun , et l'on a x = o quandj' = o (x étant l'abscisse 
verticale, et y l'ordonnée horizontale). Ici, au contraire , chaque 
secteur est engendré par une courbe qui sans être différente, a 
cependant des constantes différentes : ce n'est plus la montée qui 
est l'axe commun de révolution ; chaque secteur a son axe parti- 
culier qui est la verticale II', égale à la montée , et passant par 
l'extrémité I du rayon de courbure. De plus , le dôme ne comprend 
que la partie du secteur comprise entre l'ellipse de la base et le plan 
vertical élevé sur le grand axe. En comptant les x sur l'axe variable 
II' de position, on a x = o quand y = XV = i. 

En retournant donc au n° 46, et déterminant par cette condition 
la constante de l'équation 

£ =log(j*-f- Vi+P m ) 4- constante, 




= log(A>+ Vi +P % )- 



En achevant les calculs comme nous avons (ait dans l'article cité , 
on a pour l'équation de la courbe génératrice d'un secteur quel- 
conque , c'est-à-dire pour l'équation d une section verticale normal* 
quelconque , 

x= i fdj (y - i> ) +7x3/4- Cr* - 

. * 

équation qui s'intègre aisément , puisque tous les termes étant déve- 
loppés , sont des monômes , et que la quantité i est constante pour 
chaque section. On détermine l'une des deux constantes par la con- 
dition qu'on ait x = o quand y— i , et l'autre constante par la 
condition qu'on ait pour chaque section x=a quand^ss/i-f-t^R', 
en faisant (fîg. 4a) NP'= » , N1'=R'. 
En intégrant l'équation («) et déterminant c' comme il vient d'être 
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dit, on a 

* = 7 ( \f - ïj ) + r^3 ( ' r - f 4- «y - ) 

-f * r» 

C'=îl j- i.a.4.6 i>+ 'c* i. a. 4.6.8.10 .„ , . 

1*1.3 1. a. 3 i.3.5. 7 1.3.3.4.5 • 1.3.5.7.9.11 ' -*" clc '3 

Ou 

C — 3 C< +3". 5.7 c '^3».5\7.g.u tri ^3\5\7\ 9 .ii.i3.i5 C * +elC - 
3a «7. a 5 , 07*. a 5 a7 3 .a ? , , y _. 

( ' = * - nhe + ^ - + < «»» «■ 45 ). 

Au moyen de ces expressions , on a tout ce qu'il faut pour déter- 
miner la courbe dune section verticale quelconque. Imaginant en- 
suite la montée divisée en un certain nombre de parties par des 
plans horizontaux , ces plans détermineront dans chaque courbe 
verticale ou chaînette croissante , un même nombre de points dont 
les projections horizontales formeront des courbes fermées (fig. 45) 
qui seront les projections des sections horizontales. Les normales et 
les ovales de cette même figure suffiront pour construire répure de 
la voûte. 

Il resterait pour compléter la discussion du dôme dont il s agit , 
à donner l'équation des ovales , ainsi que celle de la surface courbe 
du dôme dont tous les points étant assujétis à la même loi de conti- 
nuité, sont susceptibles d'être représentés par la même, équation. 

Je dois prévenir deux objections qui pourraient embarrasser. 

1*. On pourrait dire qae les voussoirs qui touchent la ligne des 
sommets kk étant triangulaires , ils sont trop faibles pour contreba- 
lancer les voussoirs rectangulaires sur lesquels ils reposent ; mais 
il faut faire attention que ces triangles sont des infiniment petits du 
second ordre , que plus on prend les arcs Vin petits , plus ces 
triangles diminuent de grandeur et qu'ils finissent par s'anéantir, 
ensorte que quand le nombre des secteurs est infiniment grand , 
les voussoirs qui touchent la crête sont , sinon rectangulaires , du 
moins aussi pesa us que si on leur ajoutait le triangle infiniment petit 
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du second ordre qui a été séparé par le plan vertical de la crête : 
ainsi l'objection disparaît. 

a". On peut dire que les joints sont bien partout des portions de 
surface développables , ainsi que cela doit être (n* 56); mais que les 
voussoirs qui touchent la ligne des sommets , n'ont pas leurs quatre 
faces perpendiculaires entre elles , et que ce sont des trapèzes : je 
réponds que cela ne peut être différemment , et qu'il en est de même 
dans les dômes à base circulaire dont les voussoirs qui entourent 
le pôle sont triangulaires, tandis que tous les autres sont rectangu- 
laires. Pour éviter l'inconvénient de ces voussoirs triangulaires dans 
ces dômes , on forme la clef de leur réunion , et cette clef a la 
figure d'un petit sphéroïde ou d'une calotte. Dans le dôme à base 
elliptique , la ligne des sommets n'est qu'une suite de pôles , et on 
peut , par analogie, appeler clef la calotte ovoïdale qui a pour pro- 
jection le plus petit des ovales , celui qui renferme la ligne kk" des 
sommets ou lignes des pôles. 

A mesure que l'ellipse de la base approche du cercle , la 
ligne horizontale des pôles diminue : enfin quand on fait 1=0 
et hV = o dans les calculs précédera , on a le dôme à base cir- 
culaire. 

Il manque au dôme que je viens de décrire , comme à toutes les 
voûtes dont j'ai parlé dans cette section , la condition d'avoir les 
joints normaux à la surface courbe , du moins ceux qui sont dans 
les plans verticaux. Il faudrait , pour que cette condition eût lieu , 
que les ovales formées par les projections des sections horizontales , 
fussent des courbes parallèles à l'ellipse, c'est-à-dire des dévelop- 
pantes de la même développée. Gela existerait si toutes les sections 
verticales étaient des arcs égaux de la même courbe. Par exemple , 
si l'on imagine qu'ayant fixé au point N du rayon de courbure NT, 
un arc vertical de courbe quelconque , on développe les rayons suc- 
cessifs de courbure, l'arc ci-dessus engendrera par son mouvement 
une surface qui sera telle , que toutes les projections des sections 
horizontales formeront des ovales parallèles à l'ellipse. Tous les 
joints de l'une et l'autre courbures auront les conditions du n° 56 , 
c'est-à-dire seront des surfaces développables , normales et perpen- 
diculaires entre elfes ; mais la surface courbe u'admeltra pas une 
épaisseur constante, quand même on choisirait pour la courbe gé- 
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nératrice la chaînette croissante , parce que les constantes de celte 
courbe doivent varier pour chaque axe de rotation des secteurs. 
On pourra, il est vrai, trouver l'épaisseur que doit avoir chaque 
voussoir pour l'état d'équilibre , en considérant chaque secteur 
en particulier , comme nous l'avons dit au commencement de cette 
section. 

Il résulte de ce qui précède , qu'il est impossible de trouver une 
surface pour laquelle l'épaisseur soit constante, et dont les sections 
verticales normales à l'ellipse soient aussi des lignes de courbure 
normales à la surface. H faudra donc renoncer à l'une ou l'autre 
de ces deux conditions , toutes deux désirables. J'ai décrit plusieurs 
dûmes équilibrés d'épaisseur constante, mais dans lesquels les joints 
verticaux ne sont point normaux à la surface. Il reste à résoudre ce 
problème : Faire un dôme à base elliptique, dont la montée est 
donnée , d'une épaisseur uniforme , et dont tous les joints soient 
des surfaces développables normales au dôme et perpendiculaires 
entre eux. Aucune des deux lignes de courbure ne pourra être 
des sections verticales , ainsi que je l'ai fait voir , à moins qu'on 
ne fasse les deux axes de l'ellipse égaux. Dans ce cas particulier , 
la section verticale deviendra une ligne de courbure et sera une 
chaînette croissante passant par le pôle. Ce problème est le plus 
difficile qu'on puisse proposer sur cette matière. Il est probable que 
M. Monge s'en serait occupé s'il y eût songé. Il serait surperflu 
de nous occuper davantage . des bases en polygone régulier. On 
sent assez , d'après ce qui précède , ce qu'il y a à faire. J'ajouterai 
seulement qiie si l'on fait pénétrer deux berceaux en chaînette , on 
obtient deux voûtes analogues aux voûtes d'arête et en arc de 
cloître , qui sont équilibrés dans tous leurs points , excepté dans 
les intersections qui séparent les quatre nappes : ces deux espèces 
de voûtes seront très-préférables aux voûtes ordinaires d'arêtes et 
en arc de cloître, 
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APPENDICE. 



Observations préliminaires. / 

On a donné le nom d'anse de panier à une courbe ASa (fi g. 46) , 
composée de trois , cinq , sept, etc. arcs de cercles, qui dans leurs 
points de réunion M, M', m, m' (fig. 5o) ont la même tangente : 
on emploie les anses de panier dans la construction des ponts, à 
cause de la facilité de l'épure. La difficulté de tracer des arcs ellip- 
tiques leur a fait préférer un assemblage de petits arcs de cercles 
plus faciles à décrire. Les anses de panier ont encore d'autres avan- 
tages : elles laissent passer un plus grand volume d'eau , l'ouverture 
du pont et la montée restant les mêmes : elles sont pour l'ordinaire 
plus gracieuses à l'œil que l'ellipse. 

Voici comment on peut concevoir la génération d'une anse de 
panier. Soit ( fig. 5o ) A l'une des naissances du pont , S la clef , 
OS la montée : imamuons un polvffone AA'A*A"'A ,, T d'un nombre 
quelconque de cotés, dont le premier A A' est pris sur la ligne des 
naissances, et le dernier A"T se termine à la montée prolongée; 
Si l'on imagine un fil enveloppant ce polygone , et qu'on le déve- 
loppe par son extrémité A, il tracera successivement plusieurs arcs 
de cercle AM, MM', M'M', M"M"', M"'S , ayant leurs centres en 
A', A', A'", A ,T , T. Un polygone pareil engendrera de l'autre côté 
de la montée des arcs égaux aux précédens , et l'ensemble de ces 
arcs sera ce qu'on appelle une anse de panier. Ainsi une anse de 
panier n'est autre chose que la développante d'un polygone ; elle 
est dite à 3 centres , à 5 , à 7 , etc. , suivant le nombre d'arcs dont 
elkrcst formée : cette courbe ressemble à une ellipse , en ce 
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qu'elle est perpendiculaire sur la ligne des naissances et sur la 
montée. 

On voit que sur une même base et une môme montée , on 
peut tracer une infinité d'anses de panier. Le problème est d'autant 
plus indéterminé, que le nombre des centres est plus grand. On 
peut assujétir l'anse à certaines conditions , comme de passer par 
des points donnés , d'avoir les arcs d'un nombre de degrés donnés , 
d'avoir les rayons tlans tels ou tels rapports, et le problème peut 
ainsi devenir déterminé. 11 serait impossible de discuter toutes les 
combinaisons qu'on peut adopter : ce que nous dirons dans les pro- 
blèmes suivans suffira pour guider dans tous les cas. 



PROBLÈME PREMIER. 



Des anses de panier à trois centres. 

Si le polygone n'a que deux côtés À A', À'T, il n'y aura que trois 
centres A', T, <*', et l'anse est dite à trois centres (fîg. 46). Le 
problème , comme on voit , consiste à trouver sur la ligne des nais- 
sances et sur la montée prolongée , deux points A' et T, tels que 
l'on ait 

AA'-f- A'T=TS: 

cela peut se faire d'une infinité de manières par la construction 
suivante. 

Prenez une portion quelconque SS' de la montée SO , et portez- 
la de A en A' : menez la ligne A'S', et sur le milieu I de cette ligue, 
élevez la perpendiculaire 1T, qui rencontrera en T la montée pro- 
longée : le point T sera le centre de l'arc moyen Mm , et A' celui 
de l'arc extrême AM. 

En effet , par cette construction , on a 

AT = S'T et AA'=SS': 

donc 

AA'-f- A'T = TS, 

comme l'exige la question. 
Le point S' pouvant être pris à volonté dans l'étendue de St)^ il 
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s'ensuit que le problème a une infinité de solutions renfermées entre 
les deux limites AA' =o et A A' = SO : ces deux cas extrêmes 
sont représentés par les figures 47 et 48. Dans le second cas de 
la figure 48 , l'arc AM est de 90", et l'arc MS dégénère en ligne 
droite. Il est aisé de voir que dans ce cas , l'espace AMSO est le 
plus grand possible ; d'où l'on conclut que plus l'anse de panier ap* 
proebera de cette h'mite , plus le volume d'eau qui peut passer sous 
l'arche sera grand. 

Pour avoir l'expression algébrique des deux rayons AA' et ST, 
appelons le premier r et le second R : faisons de plus AOssfr» 
SO = a, on aura 

A'T = s/ {b -ry + (K — ay t 
et l'équation AA' -f- AT = ST devient 

r-f- r)' + (R — a)* = R, 

d'où Ton tire 

aa — ar * 

cette équation fait voir que lorsque r as o , on a R = c'est 

le cas de la figure 47 , et que r ne peut pas être plus grand que a, 
puisqu'alors R est infini : c'est le cas de la figure 48. Je ne m'arrête 

pas à démontrer que l'équation R= '"f - ""*"" * br fournit la construo- 
tion que j'ai donnée plus haut. 

Pour avoir le rapport entre le rayon extrême r et l'angle AATtf , 
soit cet angle égal S , on aura 

0T =|-c (*-'). A'T=^r ; 

l'équation AA' + A'T=TS devient 

, i — r «in C , , N 
r -j —y =x« H ? b — r 1 ; 

d'où l'on tire 

a coi C -f- b sin ff — & 
~*~ coa C -J- sin fc — 1 

Nous venons de voir que plus l'angle 6 approche d'être droit» 
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plus R est grand , et plus le volume d'eau compris sous l'arche est 
considérable : il est néanmoins une considération d'un autre genre 
qui doit empêcher de prendre R trop grand. L'élégance et la grâce 
du coup-d'ccil exigent que les deux rayons r et R diffèrent le moins 
possible , afin qu'on ne passe pas daas le point M de raccordement 
des deux arcs , d'une grande courbure à une autre beaucoup plus 

petite. Pour remplir celte condition, il faut que - , c'est-à-dire, 

a fl ^ soit un minimum : égalant à zéro la différentielle de cette 
aar — ar* 

quantité , on eu tire 



r — Ï5 » 



et ensuite 



aa 



J'observe que je n'ai pas fait précéder le radical du double signe rfc , 
parce que la solution indiquée par le signe que j'ai omis , ne résout 
pas la question présente. 

PROBLÈME IL 

Etant donnée l'ouverture , la montée ainsi que le nombre de 
degrés des arcs, excepté les deux derniers voisins de la clef, 
d'une demi-anse à un nombre quelconque de centres , tracer cette 



Soit AMM'M'M* S la demi-anse a tracer (fig. 5o). Les condi- 
tions à remplir sont , i*. que le contour du polygone AA'A*A"A"T 
soit égal à TS ; a*, que le polygone n'ait point d'angles rentrans : 
j'en ai déduit la construction suivante. 

i\ Prenez une portion SS' de la montée, ët portez-la de A en A': 
le point A' 6era le premier centre. 

a\ Faites l'angle AA'M égal à l'angle donné , et ayant prolongé 
MA' jusques en k sur la montée prolongée , marquez un point A* 
qui sera le second centre cherché s'il remplit les deux conditions 
suivantes, savoir, i\ si ayant porté A' A' de S' en S*, le point A' se 
trouve en dessous de l'horizontale passant par S'; a*, si KS* est plus 
petit que KA\ 
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5 e . Faites l'angle MA'M' égal à l'angle donné , et ayant prolongé 
M'A* jusques en k' sur la montée prolongée , prenez à volonté une 
partie À* A" que vous porterez de S" en S" ; ce point A* sera le 
troisième centre , s'il réunit les même conditions que ci-dessus , 
savoir, i°. si ce point A* est en dessous de S"; 2 0 . si K'S' est plus 
peut que K'A". 

/»•. Vous marquerez de la même manière d'autres centres A", 
A", etc. en les assujétissant aux mêmes conditions que ci-dessus. 

5". Enfin pour marquer le dernier centre T ou celui qui doit 
être sur le prolongement delà montée , il suffira de faire T A" = TS", 
ce qui peut se faire sans tâtonnement en menant la ligne A ,l S'% et 
élevant sur son milieu une perpendiculaire qui déterminera le point 
T par sa rencontre avec la montée prolongée. 

Il est à remarquer que par celle construction , on n'est pas mailre 
de se donner l'avant-dernier angle M'A"M*, car il déterminerait un 
autre point T qui ne serait pas également éloigné de A" et de S", 
comme cela doit être. 

H est aisé de démontrer que les points A', A*, A*, A ,T ,etc. doivent 
remplir les conditions prescrites. En e(Tet, i°. A* doit être plus bas 
que S' ; car si ces deux points étaient sur la même ligne horizontale , 
comme le reste du contour A*A"H- A*A"-f- A'T doit être égal à 
S'T, cela ne pourrait jamais avoir lieu , à moins que T ne fût à une 
distance infinie, a'. Il n'est pas moins évident que KS* doit être plus 
petit que KA' ; car si l'on avait KS"= KA*, tout autre point quel- 
conque T en dessous de K ne pourrait donner un contour TA" A" A"! 
aussi long que TS", parce que ce contour étant toujours plus petit 
que TK + KA*, serait aussi plus petit que TK-f- KS* : donc quand 
KS'= KA", le point K est le dernier centre et le polygone se ter- 
mine là : donc pour le prolonger plus loin, il faut que KS* soit plus 
petit que KA*. 

On démontrera les deux mêmes conditions pour les autres angle* 
saillans A', A'% etc. du polygone. 
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PROBLÈME III. 



Des Anses à cintj centres. 

La construction générale que nous avons donnée dans le problème 
précédent, s applique au cas présent. On reconnaîtra qu'il faudra, 
pour que le problème soit possible, que l'angle donné AA'M(fig.4ri) 
soit tel que KS' soit plus petit que KA'. 

Si au lieu de se donner l'angle AA'M," on voulait partir d'un point 
donné T pour le centre moyen , il . faudrait d'abord , pour que le 
problème fût possible , que ce point T fût plus près de A que 
de S ; car s'il était à égale distance , ce serait le cas de la 
figure 47- 

Voici donc comment on s'y prendrait. 

1*. On prendrait une portion SS' de la montée que Ton porterait 
de A en A' pour avoir le premier centre A', et il faudrait que T fut 
encore plus près de A' que de S'. 

a*. 11 s'agirait ensuite de trouver dans l'angle A'oT, un point A* 
tel que la somme de ses distances aux deux points A' et T fût 
égale à TS'. Plusieurs points remplissent cette condition ; ils sont 
tous placés sur une ellipse dont A' et T sont les foyers , et TS' la 
longueur du grand axe. Pour avoir un de ces points , il faut marquer 
un point S", décrire du point A' convoie centre , un arc avec le 
rayon A' A' = S'S*, et ensuite du point T , comme centre , avec un 
rayon TS*= TA", décrire un second arc qui déterminera le centre 
cherché A* par son intersection avec le premier, si elle a lieu dans 
l'angle A'OT. 

En traçant l'ellipse dont nous avons parlé , on aurait sans tâton- 
nement tous les points qui peuvent être des centres A" : ils sont tous 
placés sur l'axe elliptique compris dans l'angle A'OT, et l'un de ces 
points peut être placé de manière que l'angle AA'M soit d'un nombre 
donné de degrés. 

Si l'on voulait que les trois arcs AM, MM', M'S fussent d'un 
nombre donné de degrés , on diminuerait le nombre de tàtonuemciis 
par la méthode analytique suivante. 
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Soit AO=£,OS=a, AA'=r, ST=R, AA'M=6, M'TS=^, 
on a 

A'A'N =comp. + 
sin A'N A* = sin ( NA'A' -f- A'A'N ) = sin ( 90 0 — <p ) = cos <p. 

Les triangles A'A'N et NTO fournissent les expressions suivantes : 

Par la condition du problème , on doit avoir 
AÀ' + A'A'H-A'T = TS; 

substituant dans celte e'quationles expressions algébriques des lignes, 
et faisant attention que cos ( € -J- 0 ) = cos 5 cos <p — sin C sin <p , 
on a, après les réductions, l'équation suivante 

( cos <p — sin € ) (b — r) — . cos (Ç+ <p) (R — r) 
4_(cose— sin ? >)(R — a) = o ..(A). 

Dans les applications de cette formule , il ne faut pas oublier qu'on 
n'est pas le maître de choisir pour C et pour p des angles à volonté : 
ces angles ont des limites qui dépendent du rapport entre b et a ; 
il faut doue prendre pour C et Q des valeurs telles , qu'elles puis- 
sent satisfaire aux deux conditions suivantes, savoir, que r<a 

Supposons , par exemple , qu'ayant b =2 100 et a=z 10 , on voulût 
faire € de 40° et <p de i5', l'équation (A) donnerait 

R = 410,0 -f- 3,770/- ; 
or en prenant r plus petit que 10, la valeur qui en résulte pour R 
se trouve toujours plus petite que > tandis qu'elle doit 

être plus grande ; d'où il faut conclure que le problème est impos- 
sible avec ces données. 

Mais si on veut que € soit de 48 0 et <p de 9% l'équation (A) 
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donne alors 

R=Go4,53+9,3 7 9r, 

et Ton trouve qu'en faisant r plus petit que 2,5 , la valeur qui en 

b* a* air 

résulte pour R est plus grande que ~^ a _ ar — , et que par con- 
séquent le problème a plusieurs solutions. Si l'on fait , par exemple, 
r= 2, on trouve R = 6a3,3 , quantité plus grande que '~~~^r- 

on trouve ensuite , en remontant aux expressions des lignes de la 
figure , 

À'A"=i,6, AT =619,8. 

La construction de l'anse de panier n'a plus rien de difficile. 

M. Bossut a donné dans l'Encyclopédie méthodique , une équa- 
tion beaucoup plus compliquée que l'équation (A) ci-dessus .• elle 
renferme d'ailleurs une erreur manifeste : l'Auteur y suppose qu'on 
peut prendre le premier rayon rd'une grandeur arbitraire, tandis que 
nous avons vu qu'il doit toujours être plus petit que la montée a : il 
faut en dire autant de la limite R qu'il n'est pas moins indispensable 
de considérer. 

Nous avons déjà dit que , plus le nombre des centres est grand , 
plus le problème des anses a de solutions : on en diminue le nombre 
par celui des conditions que l'on s'impose. Le choix de ces condi- 
tions est important; en général les plus essentielles sont , i\ que 
l'espace renfermé par l'anse ou le volume d'eau soit un maximum ; 
a\ que les changemens de courbure d'un arc à l'autre, soient les 
plus petits possibles. Voyons comment l'on peut remplir ces deux 
conditions. 

Soit (fig. 5i) une demi-anse à cinq centres. Nous avons vu que 
le second centre A' peut être pris sur tous les points de l'arc ellip- 
tique compris dans l'angle AOT. Maintenant il est aisé de voir que 
si l'on prend le point A* plus près de A', on aura une nouvelle 
anse de panier qui embrassera la première ; ensorte que depuis le 
point Z jusqu'au point P,les volumes d'eau renfermée par les anses 
vont en augmentant , et dans ces deux limites, l'anse à cinq centres 
redevient à trois centres. 11 s'ensuit que le premier rayon r et le 
dernier R restant les mêmes, plus le second rayon est petit, plus 
l'espace renfermé par la courbe est graud. 

H 
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11 n'est pas moins aisé de prouver que plus /• augmente, plus R 

augmente aussi , et plus le volume d'eau est considérable. 
Donc on approchera d'autant plus du maximum du volume 

d'eau, qu'on fera ret R plus grands et le rayon intermédiaire plus 

petit. 

Voyons actuellement ce qui arrive relativement aux changemens 
de courbure : b et a restant les mêmes. On peut combiner d'une 
infinité de manières les trois rayons et l'angle AATVI. Il est évident 
que la combinaison la plus favorable serait celle pour laquelle les 
changemens de courbure qui ont lieu en Met M'-seraient en même 

temps les plus petits, ou pour laquelle et ^ seraient des 

minimums. Ces deux conditions sont incompatibles et ne peuventavoir 
lieu ensemble. Pour s'en convaincre, il faut faire varier séparément 
les indéterminées de la question. 

Supposons d'abord les centres A' et T fixes, c'est-à-dire r et R 
constaas : le second centre A* pourra être pris arbitrairement sur 
l'arc ellyptique PZ ; plus A* sera près de A', plus le changement de 
courbure en M sera petit; mais plus aussi il sera g^rand en M', et 
vice versa. Cela sera vrai , indépendamment de toutes valeurs de 
r et R : donc on ne peut pas obtenir en même temps que les 
changemens de courbure en M et M' soient tous deux des minimums. 

Il s'ensuit que le centre A' étant fixe , plus on prendra T près de 
R 

7j , plus — sera petit. Mais c'est un théorème facile à démontrer 

que, quelle que soit la position de T, le point Z d'intersection de 
la montée avec l'arc elliptique , ne change point de place ou reste 
le même pour tontes les ellipses. En effet , quand on prend le se- 
cond centre A* au point Z, en imaginant la ligue A'Z, on a 

A'Z-r-ZT = TS', ou AZ=S'Z, 

ce qui ne peut avoir lieu qu'en un seul point Z, et alors l'anse de- 
vient à trois centres seulement. Donc plus T sera près de Z, plus 

j sera petit, quelle que soit d'ailleurs la position du centre A'. 

On diminue donc le changement de courbure en M', lorsque le 
premier et le second rayon restant de même longueur , on rapproche 

»9 
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T de z; ce qui augmente, en même temps, Tare AM et diminue 
l'arc MM'. 

Si maintenant on fait varier le centre A', z changera de place. 
Les valeurs que nous avons déterminées pour r et R dans le pro- 

blême premier, et qui donnent le minimum de y, auront encore 

lieu ici , puisqu'on est le maître de prendre le point T aussi près 
qu'on le veut de z. 

La conclusion de ce qui précède est qu'il faut d'abord, dans 
les anses à cin<^ centres comme dans celles à trois centres , faire 
AA' = r = + l/S^ et T§ ou R UQ peu plus grand 

b* + a > (b — a) Vb % -+-a* - . . , 

que — — aa : cette combinaison donnera un mi- 

nimum pour Reste à savoir où il convient de placer le secoixl 

centre A'. Nous avons vu qu'en diminuant le changement de cour- 
bure en M , on l'augmente en M', et réciproquement. Ce qu'il y a 
de plus avantageux à faire , est que les changemens en M et M' 

soient les mêmes. Pour cela, il faut que -j^r = Â*M 7 ou *î uc 
Â7ÂT=<TS.ÂÂ', ou que A'M= ce qui donne 

A'A' =— r-f V^R et TA' = R— V?R. 

On aura donc le point A' en décrivant du point A' avec un rayon 
— r-f- y/rR > et du point T avec un rayon R — y/rR. , deux arcs 
de cercle dont l'intersection sera au point A'. 

En récapitulant ce que nous avons dit dans ce problème, on voit, 
da, 



i* qu'on approchera d'autant plus du maximum du volume d'eau , 
qu on fera le premier rayon r et le troisième R plus grands , et le 
rayon intermédiaire plus petit; a" que les deux changemens de cour- 
bure en M et M' seront d'autant plus petits que les valeurs de r et de 
R approcheront davantage de celles trouvées dans le problème I er , 
en' faisant le second rayon moyen proportionnel entre les deux 



Gomme ces deux bases sont incompatibles, il faudra se rappro- 
cher de l'une ou de l'autre, suivant les circonstances parûcuuèresv 



Digitized by Google 



DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. ^ 
Ainsi , si le pont est élevé et qu'on n'ait pas besoin d'augmen- 
ter le passage de l'eau, il faudra, comme nous l'avons dit, 
faire 

b* + a'+(.b — a) j/b* + a* 
r== -- b , 

R un peu plus grand que &, +° + (6 ~ Q fl) ^ b +a , et le rayon in- 
termédiaire = : ces proportions fournissent l'anse la plus 
gracieuse à l'œil. 

Si au contraire on a intérêt à augmenter le libre passage de 
l'eau , il faudra prendre r très-peu au-dessous de a , faire R aussi 
grand que le permet l'exécution de l'épure , et prendre le second 
rayon très-petit , ou A* voisin de P : cette combinaison fournira le 
plus grand volume d'eau possible. 

M. Bossu t , dans l'article précité de l'Encyclopédie, suppose le 
premier centre A' constant, ainsi que l'angle AA/M, et il cherche 
sur la ligne MA* indéfinie , et sur la montée prolongée , les centres 

A' et'T qui fournissent un minimum pour , ou qui donnent le 

plus petit changement de courbure en M'. Cette hypothèse ne mène 
à rien , puisque nous avons vu qu'en diminuant le changement de 
courbure en M', on l'augmente en M, et que par conséquent on perd 
d'un coté l'avantage acquis de l'autre ; d'ailleurs l'Auteur ne fait 
varier que deux inconnues au lieu de quatre, et en faisant varier 
l'angle AA'M, il aurait vu qu'on est conduit à placer A* et T le 
plus près possible de z : on a alors le minimum de tous les maxima 
qu^l a cherchés. Il faut donc regarder comme insignifiante l'hypo- 
thèse qu'il a considérée. 

PROBLÈME IV. 

Des anses à un nombre quelconque de centres. 

Quel que soit le nombre des centres , les résultats suivans auront 
toujours lieu. 

i*. On ne peut déterminer la variation ou le changement de 
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courbure dans l'un des points M, M', M', M", etc. ( flg. 5o) , 

sans l'augmenter dans les autres ; d'où il suit qu'il n'y a aucun 
avantage dans les combinaisons de ce genre. 

a\ Les centres A' et T restant à la même place , et les autres 
rayoqs restant aussi les mêmes , on augmente le volume d'eau eu 
rapprochant les points M, M', M*, etc. du point A. 

3". Le point T étant fixe , l'anse à deux centres renfermera plus 
d'eau que toute autre; car on ne pourrait ajouter un centre de plus 
A' à la figure 46 , sans rapprocher A" vers A , et la nouvelle courbe 
serait renfermée dans la première ; d'où il suit que l'anse de la 
figure 48 est celle qui renferme le plus grand espace à bases et mon- 
tée» égales. 

11 suit de ce qui précède , qu'en multipliant les centres , on di- 
minue le volume d'eau , ainsi que le changement de courbure , et 
qu'ainsi en se rapprochant d'une espèce de perfection , on s'éloigne 
de Fatttre. On se décidera donc suivant les circonstances , pour la 
préférence à donner à l'une ou à l'autre. Ainsi , si l'on a un grand 
intérêt à augmenter le volume de l'eau , on choisira une anse à 
trois* centres : si au contraire on n'a pas besoin d'augmenter l'espace 
renfermé par l'anse , on préférera -l'anse à un grand nombre de 
centres , afin de diminuer la variation de courbure d'un arc à 
l'autre. 

Dans le premier cas , on fera le premier rayon r presqu'égal à la 
montée a f ce qui rendra l'autre R très-grand ; il n'y a de borne à 
cette règle que celle qu'exige l'exécution de l'épure» 

Dans le second cas , il faudra insérer entre r et R d'autres rayons 
intermédiaires /, ^, r*, etc. qui devront être des moyens géomé- 
triques : /■ étant un peu plus petit que a, et R un peu plus grand 

que **+«*■-- « fr l C8 expressions de tous les rayons , en appelant 
n le nombre des centres de la demi-anse ou des rayons, seront 



t » 

AA'=r, A'M=r(^) l "=r', A"M' ='(7)""'- 

3 

A"M' = r (-)""'= r' TS = R. 
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Ayant les grandeur* des rayons, on aura les côtés du polygone par 
des soustractions successives. Il restera ensuite à marquer les centres 
_\* f A", etc., ce qui peut se faire de bien des manières. 

Imaginons que les côtés A' A', A* A", A'A", A ,T A T , AT de gran- 
deurs invariables , soient liés ensemble par des charnières en A', 
A", A *, A ? , on voit que les cinq côtés de ce polygone, dont les 
extrémités sont fixées en A' et T, peuvent prendre une infinité de 
positions. Toutes celles de ces positions dans lesquelles le polygone 
aura tons ses angles saiIJans et compris dans l'angle A'OT, fourni- 
ront des anses de panier. Chaque centre A", A', A", A* pourra varier 
entre deux limites /V, rV% r.V, rV. On peut déterminer ces 
limites soit par la trigonométrie, soit par une construction gra- 
phique. 

On peut y parvenir encore plus simplement, en formant le po- 
lygone A'A'A'A'^T avec des bandes de carton liées ensemble en 
A* A* A" A* par des charnières de papier. Alors si l'on a intérêt 
d'augmenter le volume d'eau , on donnera au polygone une posi- 
tion qui rapprochera les centres A*, A" de la ligne AO, position 
qui diminuera la longueur des premiers arcs AM, MM', et augmen- 
tera la longueur des arcs SM", M'*M T dont les rayons sont les plus 

lODgS. • 

Si au contraire on n'a pas besoin d'augmenter le volume de l'eau , 
on donnera au polygone une position telle , que ses angles saillans 
A*, A*, A", A* ne soient pas trop inégaux Le goût suffira pour 
choisir la combinaison k plu» gracieuse a Tceil. En général il parait 
plus convenable que les arcs AM, MM', etc. ou croissent tous ou 
diminuent tous. 

PROBLÈME V. 

Faire une anse de panier d'un nombre quelconque de centres, dont 
les arcs soient d'un nombre de degrés déterminé, et dont les chan- 
gement de courbure soient égaux. 

Dans le problème précédent, les angles formés par les rayons 
étaient arbitraires ; ici nous les supposerons donnés ou liés par 
une loi. 
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Soit r le premier rayon AA', et R le dernier TS : la raison de la 

t 

progression sera (-) , n e'tant le nombre des rayons ; et en fai- 

sant pour abréger = q , les rayons successifs seront r, qr, 

q % r, yV, q*r R ; je supposerai que la voûte a onze centres , 

ou la demi-voùte six , comme dans la figure 53 : ce que nous 
dirons s'appliquera aisément à un plus grand nombre de centres. 

Soient v 6 , *€, "C y '€ , €, ... les nombres de degrés que 
doivent avoir les arcs AM, MM', M'M", M'M% M*M'\..M"S : 
en construisant sur les côtés du polygone les triangles rectangles 
A'A'R', A* A'R", A'A"R% A"A'R IT , A V TR', on aura cette suite 
d'équations 



A'A' = x ( 7 — i) 
A°A'=</x (<j— i) 
A'A'^f'jrfa— i) 
A 1 * A* = i) 
A T T =<j*x((f— i) 



TR* = TA'cosC, 
A*R"=A"A*cos(£-t-'ê), 
A"R'= A*A ,V cos(É-|- '£+'£), 
A'R* = A' A' cos (C , 
A'R' =A'A'cos(C+ / ffH-'C+^+ w O- 

A V R T = TA» sin Ç , 
A ,V R" = A" A* sin (C + '£) , 
A'R* = A'A" sin ) , 

A'R* =A'A'sin^-r-^-f-^+*^), 
A'R' =A'A' sin (£+'£+'£+-£+"£)• 

Or il est évident qu'on doit avoir ces deux équations 

TR T +A T R" -r-A"R'-+- A'R'-f- A'R'î=T0=R— a=<?r— a. . .(i), 
A-R'-f-A'-R-W-ATl'-T- A'R'4- A'R'= A'0=* — r (a). 



dans les équations (i) et (a) , au lieu des lignes leurs 
expressions algébriques, ainsi que celles des rayons, elles de- 
viennent 

(7— iy rcosC-ffy— 1 )frcos(C+'€)+(<j— 1 )frco&(Ç+'G+'C)) 
^-O^cos^+'C+^O^ 
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=4— r. 1 

Je multiplie l'équation (3) par - , et l'équation (4) par °, et les 
ayant ajoutées, j'ai la suivante, qui ne renferme plus r : 

%— i) [y* cos C + f 5 cos (£+'04-'/* cos } 
cos 4- cos I 

—btf+akj— i)[^6ine-f-7 , sin(C+ / ^)+7»sin(^-f-'g-f-^) >.... (5) 

4- sin (C -t-'C -f-'£ -f-a=o. ) 

Quand on connaîtra les angles £, '€ , etc. , on pourra tou- 
jours déterminer 7 par l'équation (5) , ensuite r par Tune des équa- 
tions (3) et (4) , et R par l'équation R = yV. 

Si les angles € } '€,*£, etc. doivent être des fonctions de q\ le 
problème serait d'un ordre plus élevé, et l'on ne pourrait avoir q 
que par tâtonnement. 

Supposons, par exemple, que les arcs AM, MM', etc. doivent 
être d'égales longueurs , à l'exception de celui M"S de la clef, 
qui, étant répété deux fois de part et d'autre de la montée, ne 
doit être que la moitié des autres ; on voit que cette condition 
exige que le nombre des arcs , c'est-à-dire £*, "É, etc. soient 
en progression géométrique décroissante , dont la raison soit q. On 
aura doue 

mais on doit aussi avoir C -f- '£ -f. X + '€ -+■ *C = 90*. 

Substituant dans cette dernière équation pour 'S, '£], 'C, J C ; 
leurs valeurs en 6, et tirant ensuite la valeur de Ç, on a 

£ = S 0 " 

a^ + ft^ + a^ + af + aç + i' 

On trouvera ensuite lei valeurs de . etc. , en multi- 

pliant successivement celle de € par 27, ay», ay', etc. , et l'équa- 
tion (5) ne renfermera plus que b ) a ) q. Il ne sera pas possible 
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d'avoir q directement, mais on pourra y parvenir par des essais 
ou des substitutions. 

En donnant successivement à <j différentes valeurs , telles que 
ï» 1 » !>2, i,3, 1,4, etc., on formerait enlre b t a, r, et les 
autres rayons qr y q*r, fr, . . . , et les angles 6,'C,'Ç, etc. , une 
table au moyen de laquelle on pourrait toujours construire l'anse 
de panier dont on connaît b et a. Pour l'exactitude de la construc- 
tion, il faudrait calculer trigonométriquement, à l'égard de AO et 
de OT, le lieu des centres A", A*, A", A T , et les points d'intersec- 
tion de la ligne AO avec les diflerens rayons. 

Voici les calculs qui ont servi à construire la figure 53 : j'ai fait 
«= î, 9=s i,5 , et j'ai trouve 





A A' 


= 0,6978 


A'R' 


= 0,1956 


AU' 


= o,ao/>5 , 


'£= G* 40' 


A' A' 


= 0,5489 


A'R' 


= 0,4548 


A'R* 


= 0,2914, 


•£= 9' 59' 


A'A* 


= o,5 a 34 


A ,T R* 


= 0,7437 


A'R' 


= o,a5i5, 


•£=i4«5o/ 


A'A" 


= 0,7849 


A'R" 


= i,i655 


A"R"= 0,1818, 


"G =x 12* 27' 


A" A' 


= 1,1775 


TR' 


= i, 7 653 


A'R' 


= o,o685 , 


»£=4a e 4»' 


A'T 


= 1,7666 










* = i,784 















U est aisé de donner une forme générale à l'équation (5) , et de 
la rendre applicable à un nombre quelconque m de centres ou de 
rayons d'une demi-anse , et l'on a 

b(q — i)[cos(C-f- S) > 

H^cos(ff+^4-^+...4-^^)4^*cos(C-f-^4-'C-r-...4-'^^)+..3/ 
— fy— + «(9 — 0 [sin(£-f-'6-f-*6 •••-+-""•£) >(6) 

4^sin(e+'s+'^...4-'- j o^'s^ 

»f-a==o. * 

Il faut observer que dans cette formule les expressions , 
*~ s € y " -4 C, n'indiquant pas des puissances de € : n — a , n — 3, etc. , 
indiquent seulement le nombre d'accens des angles successifs; 
ensorle que quand on a « — € , par exempte ,.égal à «éro , cos*~'C 
devient cos£, et la «érie est terminée. On peut remarquer que 
pour deux rayons on a un terme seulement entre les deux crochets , 

deux 
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deux termes pour trois rayons , trois terme* pour quatre rayons , 
et ainsi de suite. 

PROBLÊME VI. 
Trouer la ligne de courbure uniformément croissante. 



Imaginons que d'après la solution du problème précédent , on 
ait fait une anse de panier à mille, un million, etc. de centres. 
On passera d'un arc à l'antre par des degrés égaux de courbure. 
.Maintenant, si on suppose que le nombre des centres ou des arcs 
soit infini, la suite de tous ces petits arcs égaux formera une courbe 
continue qui aura cette propriété , que les changemens de courbure 
s'y feront par degrés uniformes : c'est l'équation de cette courbe 
que je me propose de trouver. Nous verrons ensuite l'utilité dont 
elle peut être dans la construction des anses de panier. 

Soit AS la courbe cherchée (fig. 54) , AP = x , PM =y ; puis- 
qu'en divisant l'arc AM=3j, en parties égales et infiniment petites, 
les rayons de courbure correspondans doivent être en progression 
géométrique , il s'ensuit que l'arc s doit être le logarithme du rayon 
de courbure en M. Ainsi la courbe cherchée est une espèce de 
logarithmique dans laquelle les arcs sont les logarithmes des rayons 
oscillateurs ; par conséquent , si on développait l'arc AM en ligne 
droite, et qu'on fit passer une courbe par les extrémités de tous ces 
rayons osculateurs qui deviendraient parallèles entre eux , cette 
courbe serait la logarithmique ordinaire. Par la même raison , si 
Ton ployait Taxe de la logarithmique ordinaire jusqu'à ce que les 
ordonnées vinssent à se toucher , cet axe ainsi ployé formerait la 
courbe que nous cherchons. 

Cela posé, en appelant c le rayon de courbure A A' de la courbe 
au point A , et <p celui du point M , l'équation de la courbe sera 

s ss log ou (en appelant e le nombre a,7i.8a5, dont le loga- 
rithme hyperbolique est i ) c* = <p. « 

Mettant dans cette équation pour <p son expression , qui est, daos 

le cas de ds constant, £$L, ou . f on « 
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Pour intégrer celte équation, je fais dj^pds, ce. qui donrfe 

dy=idpds ; et substituant, on a 

dp ds 

dont l'intégrale est c' -f- arc sin p = ^ , ou p = sin (JL _ f (</ 
étant la constante qu'il faut ajouter après l'intégration). 
Pour intégrer de nouveau , je remets pour p sa valeur ^£ , ce 

qui donne dy =s ds un ^ — c 7 ). Je fais ^-,=«, et après les subs- 
titutions, j'ai la transformée 

4y = - £ sin (u-O = - £ sin u.cos c' + ± cos^.smc'. . . (,) 

Pour intégrer cette dernière équation, j'y substitue pour sin u 
et cosm, leur» valeurs données par les séries suivantes, qui sont 
très-connues , 



4m,, -- , ' — r3''";"TT5 — r3T5■X7 + « ,c • 
,:«»=■-Jf + tJt * yt +«c.; 

et après avoir intégré , j'ai l'équatibn suivante , dans laquelle t' 
est là constante ajoutée, 

cos^(m ^ + -jL-+ eU: \ ) 

+ sW(ïogu— £-f- — etc^-f-c' ( 
v a a.3.4 ' ) 

. Si dans l'équation dx ^ — - 4r* * on substitue pour sa 
valeur tirée de l'équation (1), on a 

J r /•„ v-y rfu.com. 0» c' <fa.riim.«iic' 

— u <> J - û > 

qui s'iutègre comme l'équation (i), et donne 
* = - cos c' (log u -S + -JfL.-etc') 

a a.3.4 ' l m 

— sin c' f u ^ -f- • 11 , t — etc.)+c* 

V a.3 a.3.4. 5 ' 
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Pour déterminer les constante» c, c', c\ c m , il faut (aire les re- 
marques suivantes. La courbe doit remplir quatre conditions : 
i*. elle doit être perpendiculaire sur Taxe en A ; a\ On doit avoir 
en ce' point xsszo, jr^o t 5 = 0. 3\ La tangente de la courbe 
doit être perpendiculaire en S sur SO ; 4*» On doit avoir au point S , 
x = b ,j =s a. Pour remplir ces quatre conditions , il nous manque 
une constante arbitraire^car si on éliminait u des équations (a) 
et (3), l'équation en x et/ ne renfermerait que trois constantes : 
cela vient de ce que l'équation <p=c& t que nous avons posée pour 
celle de la logarithmique, n'est pas assez générale : il eut fallu 

prendre <fo = ^, équation dans laquelle k est constant, et qui 

exprime en général la relation d'une progression arithmétique quel-* 
conque à une progression géométrique quelconque. Les trois inté- 
grations successives auraient introduit trois nouvelles constantes : 
je n'ai pas suivi cette marche , qui aurait exigé qu'on eût l'équa- 
tion finie en x et/. 

On remplit également ce but, en substituant aux conditions (3) 
et (4), celle-ci : savoir, que s=g dans le point S, ou bien cette 

autre, que dans le point S on ait £ =s £=5 k, (k étant un rapport 
numérique). 

Pour remplir la première condition, je fais dj=zds t et 1 = 0 
dams l'équation dj = ds sin ( ^ — , et elle devient 

. ■ . , ... • 

Z — «0* 

.' . ' ' . " * 

ou en appelant m l'arc de 90» , dans le cercle dont le rayon est 1 , 

c'est-à-dire faisant 1,5708=» m, on a 

wi=- — c' ou C = - — m (4). 

c c ™ 

w 

Pour remplir U seconde condition , je hisj=s o , xèsio et *=ro/- 
ou u = £ dans les équations (a) et (3), et éHés donnent' 
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« * 

«Psscote'g irr-H l -n etc.) 

— sin c 7 (— log c — tt- H- -~r=T-; ~ etc.) (5).* 

x a c* a.3.4.c* / 

c" = cos f — log c — r^- -f- etc.) 

4-sinc'Q U_ + — i-rr etc.).. ...... .(6): 

Pour remplir la condition que s~g à la clef S, je fais s = g 
et ^ = 0 dans l'équation djz= &.sin — c) , et elle défient 

or l'arc dont le sinus est zéro est lui-même ze'ro ; donc 



-L_ c '=o ou c'=^ (7); 

cette équation avec l'équation (4), on en tire 



Ainsi les quatre constantes seront données en fonction de g, et 
les équations (a) et (3), ne renfermeront plus que g et les variables 
* \y et u ou s. 

Si pour troisième condition on veut que les coordonnées de la 
clef soient dans le rapport de j, ou qu'on ait-^ = j = k , on re- 
marquera que l'équation (7) donne pour le point S, c' = u. Je fais 
donc dans les équations (a) et (5) , jc = b ,j = bk t u= et éli- 
minant & , on aura l'équation suivante qui , après y avoir mis pour c' 
sa valeur en c , ne renfermera plus que c et k , et de laquelle par 
conséquent on pourra tirer la valeur de c en fonction de A:, 
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(k sin d — cos d) (d— 4- f . - etc.) 

1 v a. 3 a. 3. 4. 5 * 

4- ( sin d 4- * cos c' ) (log d — ~ + -—^ — etc.) 
+ (cos ^ 8 inO(I-^4- a -^^etc.) 
— (siDc'-f-*cosc')(— loge— ~- 4- „'-, ~ ctc.)=o. . ..(9). 

Les équations (4), (5), (6) donneront ensuite les valeurs de 
c', c", c* en fonctions de k. 

D'après ce que nous avons dit dans le commencement de ce pro- 
blème, on voit que si A't est une logarithmique ordinaire dont A* 
est l'axe , et qu'on ploie l'axe A* jusqu'à ce que les ordonnées 

nia* st de la logarithmique se touchent de deux en deux , l'axe 

As deviendra la courbe cherchée AS ; les ordonnées de la logarith- 
mique deviendront les rayons osculateurs de la nouvelle courhe : 

les extrémités a', a", a" t des ordonnées de la logarithmique 

tomberont sur les points A'A'A" T de la courbe A'T, qui 

sera la développée de la courbe AS. Les points m, m', m' etc. 

tomberont sur M, M', M" etc.* La courbe AS sera, comme nous 

le verrons , une espèce de logarithmique spirale. 

Si l'on ployait circulairement et du côté opposé l'axe A*, jusqu'à 
ce que les ordonnées prolongées concourussent au centre du 
cercle dont cet axe serait la circonférence , la courbe passant par 
les extrémités des ordonnées serait la logarithmique spirale de 
Bernoulli. 

On pourrait croire que puisque j/=ST, on doit aussi avoir 
A't = A'T; mais cela n'est pas : et effet, on a 

AT = TS — ÀA'= st — AA' : 

or , A't est nécessairement plus grand que st — AA' : donc aussi 
A't > A'T. 
Si l'on suppose £ = AS =^ a , on trouve 

c = o,55o45, d = 0,24587 , c* = a,oo85, 
m c'~ — i,7$o5, AO= i,5659, OS = o,gi63, 
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et l'on forme le tabkau suivant pour la construction des courbes 
AS et AT. 



am 

ou s. 


PM 

ou y. 


AP 

ou X. 


MA* 
ou R. 


PR 

PR 

00 âonhormale. 


o,o 




0,0000 


0 , 0000 


O 5 ^ *J i 


(- S *^ ^ 


o. i 

w 1 




0,196a 


o,o337 


0,673$ 


v » • J Tw l 






0,344a 


0, i a37 


0 . 83 1 3 


0,578a 


o 6 

1 i 


■ 


o,5a5i 




1 flû^n 

* 1 vWs/V 


0,4903 


o,8 




0,647a 


0,4. a5 


i,aa5o 


o,4i5a 


1,0 




o,74ai 


o,3884 


i,4963 


o,3335 






o,8ia4 


0,7755 


9,8276 


c,a5a5 






0,8619 


0,9693 


a,a3aa 


0,1767 






0,8937 


1,1671 


3,7364 


0,1087 


i,8 




0,9111 


i,3659 


3,33oo 


0,0496 


fl.O 


= 


0,9163 


i,5656 


4,067a 


0,0000 



En imitant la marche indiquée par ce tableau , et en calculant , 
pour plus d'exactitude, vingt points de la courbe au lieu de dix, 
on aurait les quarante-un centres d'une anse de panier qui serait 
à la fois très-régulière et très-agréable à l'œil : clic aurait l'avantage 
de laisser passer plus d'eau que l'ellipse et d'avoir les voussoirs 
égaux, tandis que l'augmentation de courbure, à partir de la clef, 
se ferait par des degrés égaux. On pourrait construire une table qui 
donnerait le* cinq éle'mens de celle ci -dessus, pour tous les rapports 
entre la montée et l'ouverture , c'est-à-dire depuis k =0,1 jusqu'à 
k = 0,9. Je pense que ce travail serait fort utile aux Architectes , 
et en particulier aux Ingénieurs des ponts et chaussées. 

Si l'on calcule les valeurs de x et y correspondantes aux valeurs 
uégatives de s , afin de continuer la courbe AS en dessous <le l'axe 
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du Côté de A, on trouve que la courbe fait 4es révolutions autour 
d'un certain point I (ûg. 55) où elle n'arrive que lorsque j ==— »oo., 
Les équations (a) et (3) peuvent bien servir à calculer quelques- 
unes de ces spires ; mais il sera plus court d'employer la méthode 
des quadratures ou celle qui se déduit du théorème de Taylor. On 
trouvera 

ARs= 0,428 et RI=o,i65. 

Celte espèce de spirale logarithmique peut être le type de toutes 
les anses de pâmer possibles. On conçoit qu'il suffit de trouver sur 
la Courbe deux points tels , que les normales AO et SO soient 
entre eDes dans le rapport donné de la demi-ouverture à la montée. 

On trouve que la développée de la courbe AS est une autre spirale 
ayant le même centre I que la première , et dont l'équation est de 
même forme. 

Courbe dont les rayons oscillateurs sont proportionnels aux arcs. 

Dans la courbe qui a fait l'objet de ce problème, les rayons oscu- 
lateurs étaient en progression géométrique , les arcs étant en pro- 
gression arithmétique. On pourrait demander quelle est la courbe 
dans laquelle les rayons osculateurs sont en progression arith- 
métique. Voici comment on pourrait concevoir la génération. 

Il faut imaginer que(fig. 54) A'/, au lieu d'être 'une logarith- 
mique , est une ligne droite , et qu'on fasse ployer l'axe As jusqu'à 
ce que les ordonnées ma", m'a", etc. se touchent de deux en deux : 
cet axe As deviendra la courbe cherchée AS. L'équation de la droite 
AT rapportée à l'axe As sera 

<p = + c ou — * 



En intégrant de la même manière que précédemment , on aura les 
deux équations 

dy = ds sin Aog - ï \ , dx = ds cos f log - A , 

qui donnent pour la courbe cherchée une nouvelle spirale. Je ne 
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m'arrête pas a discuter cette dernière courbe, parce que la première 
est préférable. Je remarquerai seulement que lorsque la ligne droite 
A'/ est parallèle à l'axe A* , la courbé AS devient une circonférence 
de cercle. 

PROBLÈME VII. 

Sur C équilibre et la poussée des anses de panier. 

Tout ce que nous avons dit dans le cours de cet Ouvrage sur 
l'équilibre et la poussée des voûtes , a encore lieu lorsque l'intrados, 
au lieu d'être une courbe continue dont tous les points sont liés par 
une même loi ou équation, est une anse de panier, c'est-à-dire une 
réunion d'arcs de différens cercles. On peut toujours, au moyen de 
l'équation M cot « = o , trouver l'extrados qui rend* la voûte équili- 
brée. Quant à la poussée , il est évident qu'elle se calculera aussi par 
les méthodes que j'ai exposées. Il serait sans doute superflu de donner 
des exemples qui d'ailleurs étendraient trop les bornes de cet Ou- 
vrage. Je remarquerai seulement que lorsque la voûte doit être un 
pont, on ne doit pas adopter pour intrados une courbe pour laquelle 
l'extrados exigé par l'équilibre s'écarterait trop de la ligne droite. 
Dans ce calcul , il faut tenir compte de la nature des matériaux 
compris entre l'intrados et l'extrados, et il peut arriver dans cer- 
tains cas que*la courbe du problème VI ne comportant pas un 
extrados sensiblement rectiligne , ne puisse pas être employée pour 
intrados. 

FIN. 
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AVERTISSEMENT. 



Les progrès de lanalise et , par suite , des sciences 
* exactes , tiennent , comme on sait , à trois difficultés 
principales qui doivent réunir les efforts des géomètres ; 
savoir : l'élimination , la résolution des équations et l'in- 
tégration. 

Ou n'a rien ajouté d'essentiel , que je sache , aux travaux 
de Bezout , sur l'élimination , et il ne s'en agira pas dans 
cet ouvrage. 

La résolution des équations se subdivise en celle des 
équations littérales et celle des équations numériques. Les 
promesses , si souvent faites à l'égard des premières , se 
sont toujours évanouies. A l'égard des secondes , beaucoup 
de géomètres ont donné des méthodes : on en trouvera 
îhistoire dans le Chapitre I ci-après : aucune ne réunit 
assez les conditions d'une bonne méthode , simplicité , 
brièveté , sûreté , exactitude , pour mériter de devenir 
usuelle. 

Le champ est donc encore ouvert sur cet objet : je 
propose une nouvelle méthode analitique dans le Cha- 
pitre III, et plusieurs graphiques dans les Chapitres IV, 
et V : c'est aux géomètres qu'il appartient de les juger. 

Dans le Chapitre VI , j'expose un théorème nouveau 
qui fournit une règle fort simple pour assigner le nombre 
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des racines imaginaires d'une équation proposée quelconque: 
MM. Lrjgmnge et Cauc/iy avaient donné de ce pro- 
blème , des solutions à peu près impraticables pour les 
degrés un peu élevés : mon théorème est , si je ne nie 
trompe , un pas de plus en algèbre : j'en ai déduit , 
dans le Chapitre VII , une seconde règle pour distinguer 9 
parmi les racines réelles, les nombres respectifs des posi- 
tives et des négatives , problème qui est lié au précédent. 

Quant au troisième problème dont j'ai parlé , celui 
de l'intégration , il se subdivise aussi en deux , celui qui 
concerne les fonctions différentielles d'une seule variable 
et celui qui est relatif aux équations différentielles : il 
ne s'agit point ici du dernier. 

En janvier 18 17 , j'avais présenté à l'académie des • 
sciences une méthode nouvelle pour intégrer par approxi- 
mation , entre des limites données , les fonctions d'une' 
seule variable : celte compagnie illustre ayant jugé cette 
méthode préférable à toutes celles connues , et en ayant 
Voté la publicité , je l'ai exposée dans le Chapitre VIII. 

Le Chapitre IX est une extension nouvelle* de ma 
méthode à la cubature des solides , et à la quadrature 
de leur surface : cette extension s'applique à toutes les 
intégrales appelées doubles , triples, et complète ce sujet.' 

Enfin , dans le Chapitre X , je donne une théorie nou- 
velle et plus rigoureuse du tonneau considéré comme 
composé de douves élastiques : ce sujet ollre plusieurs 
problèmes à la fois piquans pour le géomètre, et utiles à' 
la pratique de l'ai t, 
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MÉTHODES NOUVELLES 

POUR. DÉTERMINER LES RACINES 

DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

ET 

LES INTÉGRALES DÉFINIES SIMPLES OU DOUBLES. 

. ■ t 

CHAPITRE PREMIER. 

NOTICE HISTORIQUE DES TRAVAUX FAITS POUR DÉCOUVRIR 
i£S RACINES DES ÉQUATIONS. 

'VWWV^'V^ 

i. L'ART de découvrir les racines des équations numériques est 
on des problèmes les plus importans , puisque , en dernière analise, 
toutes les questions aboutissent a celle-là. Tous les calculs qu'on a 
faits , dit l'illustre Lagrange , sont en pure perte , si l'on n'a pas 
les moyens de résoudre ces équations. Dès le 3. mt degré , l'expression 
algébrique des racines est insuffisante pour faire connaître , dans 
tous les cas, leur valeur numérique, et, à plus forte raison, il en 
serait de même pour les degrés supérieurs, si on parvenait enfin à 
découvrir l'expression générale des racines ; il faudrait toujours re- 
courir à d'autres moyens , pour trouver les valeurs numériques de» 
racines d'une équation proposée ( Séances des écoles normal** j, 
tom. 3 , pag. 463 , 476 ). 



a. L'importance du problème des racines t été sentie par les 
plus grands géomètres, et il n'en ^st presque aucun qui n Vit cherché 
une méthode simple , directe et sûre pour les découvrir. Il m'a 
paru nécessaire de rapporter une esquisse des travaux entrepris sur 
cette matière ; tant pour mieux faire sentir les points de la difficulté, 
que pour signaler les écueils des routes qui ont été suivies : ce 
précis sera extrait , en partie , des ouvrages de Logrongc. 

3. Viitc , qui le premier s'occupa du sujet dont il s'agit, employa 
une méthode analogue à celle de l'extraction des racines des nombres ; 
Harriot , Ougircd , etc., cherchèrent à la simplifier; * mais la 
» multitude des opérations qu'elle demande , et l'incertitude du succès 
» dans un grand nombre de cas , l'ont fait abandonner entièrement 
» avant la fin du 17.°" siècle». ( De la résolution des équations 
numériques , par M. La grange , pag. t. ) 

4. La méthode de Viète a fait place à celle de Newton , qui 
U est « au fond r qu'un procédé d'approximation , puisqu'il faut déjà 
connaître une valeur de la racine , à moins de £ près. « Bile ne 
» sert , comme on voit , que pour les équations numériques qui sont 
» déjà à peu près résolues ; de plus , elle n'est pas toujours sûre : 
» elle a encore l'inconvénient de ne donner que des valeurs appro- 
» chées des raciues mêmes qui peuvent être exprimées exactement 
» en nombres , et de laisser en doute si elles sont commensurables 
» ou non ». ( De la résolution des équations numériques , pag. 3. ) 

Ce dernier reproche ne me parait pas fondé ; car , quand une 
équation est proposée , on est censé l'avoir débarrassée , préalable- 
ment , des diviseurs commensurables » ce que l'on sait faire. 

5. La méthode de Daniel Bernouilli , développée par Euler dans 
son Introduction à tanalise infinitésimale , n'est aussi qu'un moyen 
d'approximation. « Cette méthode et celle de Newton , quoique 
» fondées sur des principes di/Fércns , reviennent à peu près au 
» même, dans le fond , et donnent des résultats semblables ». 
(De la résolution, etc., pag. i52. ) 

6. Hude trouva qu'en multipliant chaque terme d'une équation 
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par l'exposant de l'inconnue , et diminuant cet exposant d'une unité 1 , 
on avait une nouvelle équation qui renfermait les conditions de 
l'égalité des racines ; Rolle découvrit ensuite que les racines de la 
seconde sont les limites de celles de la première. Ce principe fut la 
base de sa Méthode des cascades. « La longueur des calculs que 
» cette méthode demande et l'incertitude qui nait des racines ima- 
» ginaires l'ont fait abandonner depuis long-temps». ( De la réso- 
lution, etc. y pag. 1G6. ) 

7. Stirling donna ensuite , pour trouver le nombre et les limites 
des racines des Z. m * et 4- mt degrés , une méthode au'Euler a 
généralisée dans son Calcul différentiel. « Elle revient dans le 
» fond à celle de Bolle ». {De la résolution * etc. , pag. 166. ) 

8. Le célèbre Fontaine donna , sans démonstration , en 1747 , 
une nouvelle méthode : je la donne , disait-il , pour l'analise en 
entier , que l'on cherche si inutilement depuis l'origine de l'algèbre. 
Cette méthode suppose que l'on peut toujours par la substitution 
des nombres 1 , a , 3 , etc. , au lieu de l'inconnue , dans les équations 
qu'elle emploie , trouver deux nombres qui donnent deux résultats 
de signes différons. « Ce qui n'a lieu , dit M. Lagrange f qu'autant 
» que ces équations ont des racines positives , dont la moindre 
» différence est plus grande que l'unité ( ou, pour parler plus 
» exactement , qu'autant qu'il y a de ces racines qui ne sont pas 
» comprises en nombre pair entre deux nombres entiers consécutifs ). 
» D'après cette considération , il est facile de trouver des exemples 
» où la méthode de Fontaine est en défaut ». ( De la résolution , etc. , 
pag. 16a. ) 

9. On voit , par ce qui précède , qu'on ne connaissait encore 
aucune méthode directe et sûre , dans tous les cas, lorsque l'illustre 
lagrange publia , dans les Mémoires de Berlin , pour 1767 , sa 
fameuse Équation au quarré des différences dés racines ; il fit vo : r 
qu'en mettant dans la proposée , à la place de x , les termes de 

la progression o , D , aD , 3D , dans laquelle D marque 

un nombre moindre que la plus petite différence des racines, on 
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était assuré de rencontrer toutes les racines réelles , sans être exposé i 
passer par-dessus quelqu'une d'entre elles. La grande difficulté était de 
trouver ce nombre L> : l'auteur indiqua trois moyens d'y parvenir. 

Le premier consiste à former l'équation au quarré des différences des 
racines ; « mais, dit l'auteur, pour peu que le degré de l'équation pro- 
» posée soit élevé , celui de IVquation des différences monte si haut, 
» qu'on est effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trouver la 
» valeur de tous tas termes de cette équation ; puisque le degré 

» de la proposée étant m , on a — — - coefficiens à calculer. ( Par 

2 

» exemple , pour une équation du dixième degré , la transformée 

• serait du 45. ,1 '• ), Comme cet inconvénient pouvait rendre la 
» méthode .générale presque impraticable , dans les degrés un peu 
» élevés , je me suis long-temps occupé des moyens de l'affranchir 
» de la recherche de l'équation des différences ; et j'ai reconnu en 
» effet que , sans calculer entièrement cette équation , on pouvait 
» néanmoins trouver une limite moindre que la plus petite de ses 
» racines j ce qui est le but principal du calcul de cette même 

* équation ». (De la résolution, etc., pag. i^4-) 

Le second moyen de trouver D , fut publié dans les Leçons que 
l'auteur donna , en 1795 , à l'école normale : il exige le calcul d'une 
équation du degré m , ayant pour ses racines les différentes valeurs 
dont est susceptible le coefficient Y de l'avani-dernier terme d'une 
équation en (*— a) ; a étant une racine réelle quelconque de la proposée 
dont x est l'inconnue ; « mais cette équation en Y , dit M. Lagrange, 
» peut encore être fort longue à calculer , soit qu'on la déduise de 
» l'élimination , soit qu'on veuille la chercher directement par la 
» nature même de ses racines ». ( De la résolution , etc., pag. 137.) 

Le troisième moyen fut publié en 1798: il est une modification 
ou simplification du second , et, quoique moins rebutant que les 
deux premiers , il peut encore entraîner dans des calculs très-longs , 
suivant l'aveu de l'auteur. ( De h résolution , etc. , pag. 2a3. ) 

js Le nombre D , trouvé d'une de ces trois manières , pourra 
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» être souvent plus petit qu'il ne serait nécessaire pour faire découvrir 
p toutes les racines ; mais , dit M. Lagrange, il n'y a à cela d'autra 
• inconvénient que d'augmenter le nombre des substitutions successives 
» à faire pour x dans la proposée ». ( Séances des écoles normales» 
tom. 3 , pag. 466. ) Cet inconvénient parait encore assez gravé 
dans la pratique ; car il peut , en certain cas , donner lieu à des 
milliers et même a un nombre indéfiniment plus grand d'opérations 
superflues ; du reste , l'auteur l'a considérablement diminué , en 
donnant le moyen d'opérer , par de simples additions et soustractions, 
les substitutions des nombres entiers qui suivent celles des m premiers 
nombres 1,2,3, etc. , dans une équation du degré m. 

La métbode de Lagrange atteint-elle le but de son auteur ? 
« Celui de déterminer les premières valeurs à substituer pour x t 
» de sorte que d'un coté on ne fasse pas trop de tâtonnemens inutiles, 
» et que de l'autre on soit assuré de découvrir , par ce moyen , 
» toutes les racines réelles de l'équation ». ( Séances des écoles 
normales , tom. 3 , pag. 477* ) 

Après avoir rapporté le jugement de ee géomètre illustre, sur 
les travaux de ses devanciers , tout en rendant hommage à son génie 
immortel , il faut oser le juger lui-même. On est forcé de convenir 
que , si la théorie des racines lui doit beaucoup , l'art de les trouver 
dans la pratique qe lui a pas les mêmes obligations, et que sa, 
méthode , la seule directe et rigoureuse jusqu'à lui , e6t néanmoins 
impraticable dans les degrés un peu élevés : il n*a pas rempli son 
objet , celui de trouver une méthode usuelle et assez facile pour 
pouvoir être enseignée dans les livres d'arithmétique , sauf à renvoyer 
les démonstrations à l'algèbre. 

10. En 1807 , M. Budan a publié une méthode nouvelle qu'il 
a cru propre à remplir le but de Lagrange ; mais l'Institut n'a 
approuvé que la première partie de son travail , qui est relative 
aux racines corn menso râbles. La grand écueil dans cette matière 
vient du mélange des racines imaginaires avec les réelles , et la 
méthode de l'auteur devient embarrassée dans cette recherche ; elle 
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cesse alors d'être simple , directe et rigoureuse ; en un mot , la 
route qu'a suivi l'auteur dans son travail, d'ailleurs recommandable ; 
ne parait pas encore élre celle qui doit conduire au but désiré. 

1 1. Cagnioli , dans sa Trigonométrie , Kramp ( Arithmétique 
universelle , etc.) , et Legendre ( Supplément à la théorie des nombres) , 
ont aussi donné des méibodes ; nais elles ne paraissent pas non plus 
exemptes des défauts de celles qui ont précédé. 

12. Après avoir long-temps travaillé sur celte matière , j'ai cru 
«percevoir des routes qui n'avaient pas encore été suivies ; je m'y 
suis engagé , encouragé par cette réflexion , que les découvertes 
utiles n'ont pas toujours été faites par les plus habiles , mais quel- 
quefois par les plus beureux. J'ai, en effet, trouvé des méthodes 
qui m'ont paru assez importantes pour mériter d'être publiées. Je vais, 
donner une analisc succincte du résultat de mes recherches , et du plan 
que j'ai suivi dans cet ouvrage. 

13. Dans le chapitre II, je fais voir comment la courbe appelée 
parabolique , retrace à l'œil toutes les propriétés d'une équation 
déterminée , les théorèmes sur les racines , et les changemens qui 
surviennent dans les signes de la proposée , quand on déplace l'origine 
des abscisses. Ce dernier point de vue qui pourra paraître nouveau , 
jette le plus grand jour sur la matière , et a été pour moi la source 
de plusieurs découvertes. 

Je rapporte ensuite plusieurs règles pour trouver des limites des 
racines , pour déterminer les racines commcnsurables , ainsi que celles 
qui sont égales. 

Après ces notions préliminaires , j'expose , dans le chapitre III , 
une méthode nouvelle pour découvrir les racines incommensurables : 
elle est fondée d'une part sur les changemens qui surviennent , dans 
les variations des signes de la proposée , quand on déplace l'origine 
des abscisses : de l'autre , sur la connaissance préalable des limites 
des racines. Cette méthode peut être appelée Méthode des limites 
successives , ou encore , Méthode des changemens d'abscisses ; c'est 
en la comparant aux autres procédés connus , que les géomètre*. 
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pourront l'apprécier. Elle me parait être , a* la fois , directe , rigoureuse 
sure , expéditive et facile. 

Dans le chapitre IV, je donne des méthodes analitiques particulières 
aux 3. me , 4 >,n * et 5. m# degrés; ainsi que des méthodes graphiques 
qui m'appartiennent , pour trouver les racines des 3. m * , 4* n>e > 5. m " 
degrés , par l'intersection d'une parabole invariable servant pour toutes 
les équations du même degré , avec un cercle ou une parabole 
variables , suivant les coefliciens numériques de la proposée. 

Dans le V."" chapitre , je rappelle la balance algébrique que j'ai 
déjà publiée , au moyen de laquelle on trouve promptement et presque 
sans calculs les racines réelles des équations d'un degré quelconque ; 
mais j'ajoute des détails sur la manière d'exécuter cet instrument, 
ainsi qu'un procédé nouveau. 

Le chapitre VI est consacré a déterminer les racines imaginaires 
des équations tant littérales que numériques. Ce problème a' été traité 
par MM. de Gua , Lagrangc et Gauchi ; mais , leurs solutions qui 
dépendent d'équations auxiliaires nombreuses et d'un degré élevé, 
sont si compliquées qu'elles deviennent impraticables. J'ai trouvé sur 
cette matière un théorème simple et fécond qui , je crois , ne laisse 
plus rien à désirer sur cette matière ; puisque ce problème, si difficile , 
se trouve réduit à la difficulté de celui qui est relatif à la déter- 
mination des racines égales. Je ne crains pas d'avancer que ce théorème 
est un pas important fait dans l'algèbre. 

Enfin, dans le chapitre VII, je résous un autre problème qui fait 
suite au précédent : celui de distinguer , dans une équation proposée , 
les nombres respectifs des racines réelles soit positives, soit négatives, 
sans en connaître les grandeurs. Ma solution , qui se tire du même 
principe que la précédente , a aussi la même simplicité , et complète 
ce sujet. 

En finissant cette esquisse , qu'il me soit permis de rendre hommage 
au génie de l'immortel Descartes : sa règle des signes joue le plus 
grand rôle dans cet ouvrage. C'est un principe fécond qui , associé à 
quelques autres, donne la clef des questions les plus épineuses d'algèbre. 
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CHAPITRE IL 

HOTIOHS PRÉLIMINAIRES. 

i4« DïUX voies se présentent pour découvrir les théorèmes relatifs 
aux racines : la i. r6 consiste & considérer une équation comme un 
polynôme résultant du produit de plusieurs facteurs, et a raisonner 
d'une manière purement analitique , sur les combinaisons de ces 
facteurs. Dans l'autre, on considère le premier membre d'une équation 
comme l'ordonnée d'une courbe du genre parabolique : celte courbe 
retrace à •oeil, d'une manière nette et facile, toutes les propriétés 
des équations. 

Je ne décide point laquelle de ces deux méthodes est préférable : 
chacune d'elles a , sans doute , des avantages particuliers ; mais la 2."** 
m'a fait trouver des théorèmes qu'il eût été difficile de lire dans 
des formules analytiques. L'art de découvrir des vérités mathématiques 
n'est , le plus souvent , comme en physique , que celui de bien 
observer. Quand une vérité est une fois reconnue par l'observation , 
il devient bien plus aisé de la démontrer par le calcul. Pour que 
Newton trouvât les lois du mouvement des planètes , il a fallu 

que Kipler les eût observées, 

i5. Soit X=o une équation déterminée dont l'inconnue est*;. 

si l'on construit la courbe., appelée parabolique , dont l'équation est 

X ~y t elle fournît les remarques suivantes: 

s.* La courbe est composée , en général, d'ondulations dont les 

branches serpentent au-dessus et au-dessous de l'axe O des x , comme 

on le voit dans les figures 3,3,4,5 relatives aux équations 

des degrés a , 3 , 4 , 5 ; 
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a* St X est de degré pair , la courbe ( fig. 2 e! 4 ) se termine 
par deux branches infinies qui se prolongent toutes deux au-dessus 
de Taxe des s. Si X est de degré impair ( fig. 3 et 5 ) , Tune 
des branches se prolonge indéfiniment au-dessus de l'axe, et l'autre 
en dessous ; 

3.° La courbe présente trois espèces de points remarquables, 

i.° les points R, , R, , R, , où la courbe rencontre l'axe 

et qui détermine les racines de la proposée : en ces points on a 
^=0 et *=0R -, 3.° les sommets S. , S, , S, , où l'or- 
donnée y devient un maximum ou un minimum : les abscisses de 
ces points sont , comme on sait , les racines de la première dérivée 

de X=o ; 3.° les points I, , I, , I, , ..où la courbure change 

de signe ; les abscisses de ces points d inflexions sont les racines de 
la seconde dérivée de X=o. 

4-° Si l'axe rencontre toutes les branches de la courbe , la proposée 
X=o a toutes ses racines réelles. 

5. * Si L'axe ne rencontre aucune branche , ce qui ne peut arriver 
que quand X est de degré pair , ta proposée n'a que des racine» 
imaginaires ; d'où il suit que toute équation de degré impair a , 
an moins , une racine réelle de signe contraire à celui du terme 
connu. 

6. ° Il y a autant de couples d'imaginaires , qu'il y a de sommet» 
pour lesquels l'ordonnée est «un minimum \ c'est-à-dire qui tournent 
leur convexité vers l'axe. Cette remarque est de la plus grande 
importance pour la détermination des racines imaginaires. 

7. * Si l'axe touche la courbe dans un sommet , il y a deux 
racines égales dans la proposée. 

8. * Le degré de la courbe étant 2, 3, 4 » 5 , m , le nombre 

de positions différentes et parallèles que l'axe des x peut avoir à 

l'égard de la courbe , est 3 , 5 , 7 , 9 , 2m — 1 , dont 

chacune change le nombre et l'espèce des racines. 

9. 0 Entre deux points de la courbe dont les ordonnées sont de 
signes contraire», il y a toujours un nombre impair d intersection» 
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avec l'axe , lequel correspond à un pareil nombre de racine* réelle* 
dans la proposée. 

io.* Entre deux points dont les ordonnées sont de mémo signe, 

il existe o , 2 , 4 * c'est-à-dire , un nombre pair de racines 

soit réelles, soit imaginaires. 

n.° Si , pour une même position de l'axe, on fait mouvoir 
l'origine O des coordonnés , en faisant x=z+/ dans X=y* , le 
nombre des racines Imaginaires ne change pas ; mais , le rapport 
des racines réelles positives aux négatives change; de plus, la trans- 
formée en z éprouve un changement dans ses signes , chaque foi-s 
que l'origine O dépasse soit une branche de la courbe , soit uns 
ordonnée de sommet S , soit une ordonnée de quelque point I 
d'inflexion. 

ia.° Si l'origine O est transportée sur un point de la courbe , 
le terme constant de la transformée en x s'anéantit -, s'il est trans- 
porté sur une ordonnée de sommet , c'est l'avant-dcrnier terme , 
celui en z , qui s'anéantit ; s'il est transporté sur une ordonnée de 
point d'inflexion , c'est l'antépénultième , celui en z 1 , qui devient 
nul. 

i3.° Si l'origine dépasse une branche de la courbe, la transformée 
perd une variation ; elle en perd deux si l'origine outrepasse , soit 
deux branche* , soit une ordonnée minima , c'eet-à-dire , de sommet 
convexe* 

14. 0 Si l'origine dépasse un nombre impair de branches, le termo 
constant de la transformée en z change de signe ; si ce nombre 
est pair, le terme ne change pas de signe. 

i5.* Le nombre des sommets S, , S, ,. est moindre d'une . 

unité que le degré de la proposée , si ta dérivée a toutes ses 
racines réelles ; mais la courbe perd autant de sommets que cette 
dérivée a . de racines imaginaires, 

16. 0 Quand on déplace l'origine O , l'avant-dernier terme de la 
transformée en * diminue h mesure que l'origine approche de 
l'ordonnée du sommet , pour devenir nul en ce point et changer , 
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de signe après ce point ; mais , ce changement de signe n'a plus 
lieu si l'abscisse du sommet est imaginaire. 

17. 0 Quoique l'abscisse d'un sommet soit imaginaire , ( comme 
il arrive pour la figure 6 qui n'a qu'un sommet réel ei deux 
imaginaires ) ; la transformée en z perd deux variations , lorsque 
l'origine O dépasse l'ordonnée minima imaginaire. 

i8.°. Quand on change la grandeur du terme constant de la 
proposée X=jr, on fait mouvoir l'axe des x parallèlement à lui- 
même , sans changer sa direction. 

19. 0 Quand on change la direction de l'axe des s , des racines 
réelles peuvent devenir imaginaires , des sommets réels disparaître , 
et réciproquement. 

16. Je crois utile de rapporter encore ici quelques autres théo- 
rèmes sur les équations pour compléter ceux du numéro précédent; 

i.° Les racines imaginaires sont toujours en nombre pair, et 
vont par couple de la forme A+Bv/~] et A — By^^T] , dont 
le produit est un facteur réel du second degré (* — A.)»-f-B\ 
2. 0 Une équation peut toujours être conçue comme le produit d'autant 

de facteurs x—a , x — b , qu'il y a d'unités dans l'exposant m de 

son- degré \ alors elle est divisible par ar— a , ...... elle peut 

aussi êire considérée comme le produit des facteurs du 3. ms degré 
ou du 3. m * , etc. 

3.° Lorsque la substitution de deux nombres n et n f \ la place 
de x dans X=o , donne deux résultats de signe contraire , on est 
assuré qu'il existe un nombre impair de racines réelles dont la valeur 
est comprise entre n et n'. 

Si les deux substitutions donncntdes résultats demlme signe, le nom- 
bre des racines réelles comprises est toujours pair , savoir , o , a , 4 »•— 
4-* En mettant — x pour -f-jr , c'est-à-dire , en changeant le» 
signes des termes de rang pair , ou bien ceux de rang impair, les 
racines positives deviennent négatives , .et vice versé, sans changer 
de grandeur ; d'on il suit que quand on sait trouver les racines 
positives , on sait aussi trouver les négatives* 
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5. # Dans les équations de degré pair , si le dernier terme est 
négatif , il y a toujours au moins une racine réelle positive et une 
négative ; mais , si ce terme est positif, on ne peut rien en conclure. 

6. ° Quand on met x-f-/ pour x dans X=o , le terme^ constant 
de la transformée est le môme que »i on avait mis seulement / 
pour x dans X ; donc , si ce terme constant de la transformée 
çst nul , / est une racine de X~o* 

7. 0 On peut toujours préparer une équation de manière que la 
coefficient du premier terme soit l'unité , et que les autres soient 
des nombres entiers ; alors ses racines ne peuvent être que des 
nombres entiers , ou des nombres fractionnaires irrationnels , mais 
non des fractions rationnelles. 

8. ° On connaît aussi le moyen de débarrasser une équation de 
ses racines égales, 

9. * Une équation ne peut avoir plus de racines réelles positivée 
qu'il n'y a de variations dans la succession des signes de ses cocfR- 
cîens , ni plus de racines réelles négatives , qu'il ne s'y trouve de 
permanences de «ignés ; c'est la fameuse règle de Descaries. 

Il en résulte que, quand toutes les racines sont réelles , il y a 
précisément autant de racines positives que de variations , et autant 
de négatives que de permanences. 

10. ° Quand il manque un terme dans une équation , et que les 
deux termes voisins sont de même signe , elle a nécessairement des 
racines imaginaires ; mai* elle peut aussi en avoir, quoique cette 
condition n'existe pas. 

On verra plus loin le théorème général, que j'ai trouvé le premier, 
sur la déterminatiop des racines imaginaires , dans les équations de 
tous les degrés. 

17. Règles pour trower les diviseurs çommensurablcs. Une racine 
en nombres entiers ne peut être que l'un des diviseurs du dernier 
terme. 

Pour distinguer si le nombre a , diviseur du dernier terme , est 
racine de l'équation , après avoir divise le dernier terme par a , or 
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retranche)*, ce quotient du coefficient de l'avant-dernier terme , et 
l'on divisera celte différence par a ; puis on soustraira ce quotient 
du coefficient de l'antépénultième terme , et ainsi de suite. Si tous 
ces quotient sont des nombres entiers , et si , de plus , la différence 
entre le coefficient du deuxième terme de la proposée et le quotient 
précédent, sont l'unité , le nombre a sera racine de l'équation j dans 
le cas contraire , il doit être rejeté. 

On essaie à la fois tous les diviseurs du dernier terme , en formant 
un tableau. Nous n'entrerons pas ici dans les détails de ce procédé, 
parce qu'on le* trouve dans tous les éléraens d'algèbre, 

La méthode de JÎI. Budan peut aussi être employée avantageuse- 
ment , quand le terme connu n'est pas un grand nombre. ( Voyez 
Y Algèbre de Garnier , pag. ^02 et ^o3. ) 

18. Des limites, La méthode que nous exposerons dans le cha- 
pitre suivant, pour déterminer les racines réelles, suppose qu'on connaît 
déjà des limites de ces racines j c'est pourquoi nous allons rapporter 
plusieurs procédés pour obtenir ces limites. 

1." Règle. Si , au coefficient du premier terme s m d'une équation t 
on ajoute le plus grand coefficient de signe contraire , pris sans 
égard au signe , et qu'on divise la somme par ce premier coefficient , 
le quotient est plus grand que la plus grande racine positive : c'est 
la limite supérieure des racines positives. 

Si on change «f--* en — x dans la proposée , le quotient obtenu 
par 1a règle précédente , e«t la limite supérieure des racines négatives. 

St on divise le terme constant par la somme de ce terme et du 
plus grand coefficient de signe contraire , abstraction faite de ce 
signe , fe quotient est plus petit que la plus petite racine positive t 
c'est-à-xiire , qu'il est la limite inférieure des racines positives. 

Si on change en — s dans la proposée , le quotient obtenu 
par la dernière règle, est la limite inférieure des racines négatives. 

3. M Règle. La proposée étant x m -\- ....... »o , m étant l'exposant 

du premier des termes négatifs a partir de *"» et S le plus grand 
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coefficient négatif, la limite supérieure de* racines positives sera 

La proposée étant écrite de manière que son dernier terme T soit 
positif , si S est le plus grand coefficient négatif , et « l'exposant 
du premier des terme* négatifs, a partir du terme T, la limita; 

inférieure des racines positives sera x— w * . (Voyez X Algèbre 

de Garnier , pag. 4 2a )• 

3. m< Règle. En ajoutant successivement a l'unité une suite de 
fractions ayant pour numérateurs les cocIRciens négatifs d'une équation, 
proposée , pris positivement , et pour dénominateurs la somme de 
tous les coefficiens positifs qui les précèdent respectivement ; le 
plus grand des nombres résutians pourra être pris pour limite su- 
périeure des racines de cette équation. Il est entendu ; au surplus, 
qu'il suffit de considérer le plus grand coefficient dans chacune des 
séries de termes négatifs ( Annales de mathématiques , tom. VI , 
pag. 114). 

Pour avoir la limite inférieure positive de*, on fera x — — , et 

ayant trouvé la limite supérieure de * ; sera la limite in- 
férieure de x. 

On aurait les deux limites négatives de x en changeant préa- 
lablement les signes des termes de rang» pairs dans la proposée ; 
c'est-à-dire , en changeant -\-x en — x. 

4> m * Règle. On peut obtenir des limites plus approchées en faisant 
jr=rz , r étant une indéterminée dont on fixe ensuite la valeur 
pur la condition que la limite qui en résulte pour x soit la plus 
approchée. Ce perfectionnement , qui p»-ut se faire par une espèce 
de tâtonnement, peut s'appliquer k chacune des méthodes précé- 
dentes. 

Soit 'proposé , par exemple , 



( »5 ) 

(jr— 5)(*— G;(jf—7X*-io)wjr*— 28*»+ 287*'— xa8ojr+aioosso -, 



par la 1 règle , la limite inférieure positivé est — ■ zso.G 

aïoe+iatjo 

• Pour avoir une limite plus approchée, je fais , la trans- 

formée est 

r*x«— 38rV+387r^— îa8orz + 2ioo=o . 

Si l'on prend r tel que 28r t >i28or ou r>7 , ce sera le termo 
— 2b>V qui fournira la Jimite d'après la 1." régie , laquelle sera 

a 100 aïoor 
Z ~ .mi' ct P ar conséquent jr= - Cette fraction de». 

vient un maximum quand on prend r= 7 , et donne ara=i , 4 environ.- 
Si l'on prend r<7 , c'est le terme — i28or* , qui fournit la 

limite , laquelle est pour la proposée x= — — . Ce Ue fraction 

3ioo-f-ia8or • 

devient un maximum quand r=7 environ , et donne 1 , 3 ; 
ainsi, la limite la plus approchée par cette méthode , est x = i , 4. 
La vraie valeur est *=5. 

5 Règle. Si le second terme a un coefficient négatif qui ne 
soit surpassé par aucun des autres coefliciens négatifs, on prendra 
pour limite supérieure ce coefficient considéré comme positif et 
augmenté de l'unité , le premier coefficient étant supposé un. 

Mais , si le plus grand coefficient négatif n'est pas celui du se- 
cond terme, soient et les- deux termes négatifs 
pour lesquels a { et $ a k sont les plus grands possibles ; il faudra 
prendre pour limite supérieure positive *=r ^a.^^T^. 

Si la proposée n'avait qu'un seul terme négatif — A A * n "* , la ' 
limite de x serait simplement ty~Â k . 

En faisant ~ et cherchant la limite supérieure de z , la limite 1 

inférieure de x sera ar=-j .{Supplément à la théorie des nombres- 
de Legendre, pag.a8.) 



( «6 ) 

jg. Des racines égales. Il n'y a rien à ajouter sur cette matière 
qui ' est approfondie depuis long-temps : voici la règle connue. 

Si la proposée est X— o , et sa première dérivée A'=o , en 
appelant D le plus grand commun diviseur entre X et X' , ce 
diviseur D contiendra toutes les racines égales de la proposée ; 
mais élevée à une puissance moindre d'une unité. En divisant X 
par D t on aura une nouvelle équation qui ne contiendra plus 
de racines égales. 

Le facteur D peut encore être composé lui-même de plusieurs 
facteurs différens entre eux , doubles , triples , etc. On le décomposera 
a son tour en l'égalant a zéro , et en opérant sur lui comme on 
a fait pour le polynôme X : on traiterait encore de la même ma- 
nière le second diviseur commun £, et ainsi de suite. 

Soit proposé , par exemple , 

X=xi+is*+xi+ 6*H-7* s -ax*-t-3* , 4-2* , -i a *_8=o ? 
on a 

X'= 9 x*+iGx'-fts?+3a**+35x»—8*'+ 9 x'+4s-. »*=o * 
On trouve 

La dérivée de D est 

^=4x^3x^2x^3 v 

on trouve 

E=x+i , 

Divisant D par , on a pour quotient 

Donc 

D=(x*— x+2)(jt4-i)* . 
Divisant X par (**— ap-T-a)»(*- T -I) , , on a pour quotient 

v^ c x*+x-z . 

Donc enfin 

CHÀPITEE IIL 
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CHAPITRE III. 

METHODE NOUVELLE POUR ^ DETERMINER LES RACINES REELLES 

INCOMMENSURABLES. 



— ■ * 

30. méthode qtie je vais exposer résulte des remarques faites 

dans le n.° i5 , sur ce qui arrive dans l'équation X=y , quand 
on déplace l'origine O des x y en faisant x—z-\-l. Nous avons vu 

que la transformée en z perd i , a , 3 , n variations, suivant 

que l'origine a dépassé 1,3,3 , n racines réelles ou ima- 
ginaires : c'est ce principe qui seul va nous fournir la solution du 
problème. 

Soit X=o la proposée, X~y la courbe parabolique ( fig. 4» 5) 
qui représente la proposée ; O t l'origine des x ; /, la limite inférieure 
des racines positives de la proposée. Si on met dans X=y , z t -{-/ t 
au lieu de x , on aura une transformée Z, =y , dans laquelle l'origine 
des z, sera placé quelque part en O', entre la première origine et 
la branche la plus voisine; soit ensuite /, la limite inférieure des 
racines positives des Z,=o, si dans Z t =y on met z.-fY, au lieu 
de z, , ou , ce qui revient au môme , si gn met Xj+A-f-/» au lieu 
de x dans X=y, on aura une deuxième transformée Z % — y , pour 
laquelle l'origine de z t sera située quelque part en O", entre 0' 4 
et la courbe. 

Il est évident qu'en continuant ainsi à former de nouvelles trans- 
formées Z ^—y y Z A =y , l'origine des abscisses se rapprochera 

continuellement de la courbe : la racine cherchée sera exprimée par 
, et Ton pourra en approcher d'aussi près qu'où 
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voudra , sans jamais craindre de la dépasser : si cette racine était 

commensurable , la sério /, , / t , /, , se terminerait quand 

l'origine serait transportée sur la courbe ; alors le terme constant 
des transformées successives , qui va toujours en diminuant , de- 
viendrait nul. 

Voila donc un procédé direct et infaillible de trouver la plus 
petite racine positive avec le degré d'exactitude dont on a besoin : 
voyons comment la môme méthode peut faire découvrir les autres 
racines 

Si on connaissait la loi de décroîssement des limites successives 

A > S, , /, , on pourrait , en sommant cette série, avoir la 

valeur exacte de * : on voit encore que si / 4 est un nombre un 
peu plus grand que la vraie valeur de la plus petite racine positive, 
et qu'on mette x 4 -f-/ 4 dans X^y, a la place de*, cette nouvelle 
transformée Z ^y aura une variation de moins que la dernière 
transformée Z % —y , à laquelle on s'est arrêté, et qui, elle-même, 
a perdu autant de fois deux variations que l'origine O a rencontré 
d'ordonnées minima pour parvenir à la courbe. ( Voye* le i3. # 
du i5 ). 

Il suit de la qu'on pourra continuer les transformées en choisissant 
pour / 4 un nombre tel que Z A — y, ait une variation de moins que 
Z t -=zy t ce choix peut se faire à l'inspection 4e /,,/,,/,, et 
ai on ne rencontrait pas un nombre convenable , un second essai 
suffirait toujours ; mais , il faut bien remarquer que ce nombre / 4 , 
qui doit être plus grand que la limite inférieure de Z t = o , 
n'est point une limite. Ayant une fois obtenu la transformée Z 4 =iy t 
qui a une variation de moins que Z % —y , on continue unef nouvelle 



(*) On pourrait , comme a fait M. Ltgendre , abaisser la propose d'un 

dciîié en divijant la proposée par x— / ( — / / j J mais le reste des 

divisions n'est pas exact , parce que le diviseur ne l'est pas , et il en résulte 
des inconveniens qui peuvent être graves dans certains cas. 
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Vérie de transformées , dans lesquelles /, , /, sont les limites infé- 
rieures de Z 4 —9 y Z t —o , On arrivera par ce moyen à l'expression 

de la seconde racine qui est x=/, +/,+/, -f-/ 4 +/, , On suivra U 

même marche pour trouver toutes les autres racines de la proposée. Le 
procédé sera uniforme et constant : il n'y aura d'irrégulier qu'un essai , 
au plus , à chaque rencontre d'une branche nouvelle , pour que la 
nouvelle transformée perde une seule variation. 

On pourra aussi trouver la plus grande racine positive que j'appelle 
s, , en mettant, dans X=o , Z — x x , pour x ( Z étant la limite 
supérieure positive de X=o ) , et traitant la transformée X, = o , 
qui aura toutes ses racines positives , comme on a fait pour X=o. 
La plus petite racine positive de A*,=o sera la plus grande de 
X—o , et la plus grande de X, = o sera la plus grande négative 
de X=o, si celle-ci en a. 

On peut encore avoir les racines négatives de Xsso , en y changeant 
•4-jr. en — x ; par la les néga rives deviendront les positives ; et 
vice versâ. 

On voit , par ce qui précède , que si la proposée a plus de Jeux 
racines réelles positives et de deux négatives , on trouvera directe- 
ment las deux plus grandes et les deux plus petites; ce qui établit 
une ligne de démarcation entre le £. m * degré et le 5.™™ e qui exige 
un essai de plus, pour les racines comprises entre Tes extrêmes. 

Afin de faciliter la formation des transformées successives en z, 
on emploira les formules suivantes. 

Soit la proposée 

a+èx+cx'+dx'+ext+fx* ....... 4-*"=0= X ; 

m , 9 

•a y su bs t it uant x-r-/ pour * , oa a la transformée suivauta 
^+5x4 CS+Di*+Ez*+Fz* -f-x"=o=Z , 



dans laquelle on a fait , pour abréger , 
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A**aAr H+ eP+ffi. 
#=3+3*/-+- 3^+ 4el % +5/I* -fm*""' 

D=d+bt+i°fP +OT .!!Z. , .^Zî./*-» 

JSs=e+5fl, »" . ■+/». ^"" 4 

.rW. + m .'!!^.'!!Çl.?!^.TZij"-i (*) 

J 1 a 3 4 5 * 9 

• 

L'usage de ce* formules est simple. Pour avoir les transformées 

successives Z,=o, Z x ~o , Z t —o , il suffit de mettre dans 

Z=o successivement , /, , /,-§-/, , /,•+-/, -+-/| , au lieu de /; 

c'est-à-dire qu'il faut faire ces substitutions dans les expressions de 

A % B, C , pour avoir les valeurs numériques de ces lettres 

et les rapporter dans Z=o. 

ai. Simplification de la méthode. En réfléchissant sur la mé- 
thode précédente , on sentira qu'on peut] diminuer le nombre des 
transformées , en employant pour / , au liéu des nombres /, , 

/,-+■/, , A~Wt~t*'i > d'autres nombres un peu plus grands, 

tels que les auraient procuré une règle plus parfaite pour les 



(*) Les coefficiens A , B , C , dérivent les uns des autre» psx la 

loi de dlfféreniiation , 

„ dA „ JB àC - dD dE 
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limites : on pourra même , lorsqu'on sera parvenu à une râleur de 
approchée a moins de £ de sa vraie valeur, prendre pour iimiu 

inférieure de la dernière transformée f le nombre (*) , fourni 

par cette dernière transformée. A la V vérité , il pourra arriver quel- 
quefois qu'on passe par-dessus la racine cherchée ; mais on eu sera 
de suite averti , parce que la nouvelle transformée aura perdu 
i , 2 , 3 , variation , et l'on reviendra sur ses pas. 

La circonstance de deux variations perdues , mérite d'éire remar- 
quée ; elle a lieu dans deux cas ; i.° si l'on a dépassé deux bran- 
ches de la courbe très-voisine ; 2.* si l'on a dépassé une ordonnée 
Tfiinima ou de sommet convexe , laquelle est réelle ou imaginaire , 
suivant que les racines de la dérivée de Xsso sont elles-mêmes 
réelles ou imaginaires (**) : ces deux cas sont faciles a distinguer, 

en se rappelant les remarques 6.* » i2,°, i6.° du n.° i5. En 

effet , dans le premier cas seulement , le terme constant qui a 
diminué à mesure que l'origine s'approchait de la courbe , est 
devenu très-petit et voisin de zéro. 

Au reste , pour éviter toute incertitude , on regardera comme non 
avenue la dernière transformée qui a perdu deux variations; on en 
formera une nouvelle , d'après la méthode générale du n.* précédent ; 
c'est-à-dire , en prenant pour / le nombre qui a servi à former la 
transformée Z„^., ( Z n étant celle qu'on a abandonnée ) ; et en 
ajoutant à ce nombre la limite inférieure de Z„_ t . Alors , si la 
nouvelle transformée Z H perd encore deux variations , on sera assuré 



(•) C'e»t la mélbode de Newton ; mais rectifiée et rendue sûre par un mode 
de vérification tiré de nos principe». 

(**) La transformée perd aussi deux variations si l'on dépasse deux racines 
égale» : alors A et Bx dans l'équation Z=o , après avoir diminué ensemble , 
s'anéantissent , puis reparaissent avec un signe différent : au surplus , la proposée 
est censée avoir été débarrassée des racines égales , quoiqu'elles ne soient pu 
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que Tes deux racines douteuses qu'on a outre-passées sont imaginaires , 
et l'on continuera l'opération sans s'en inquiéter. 

Par ce moyen / le procédé du présent n.° sera aussi sûr que. 
celui du précédent ; mais il fera marcher a plus grand pas sur 
l'axe des x , et l'on reconnaîtra plus promptement toutes les racines 
l'une après l'autre. 

22. Exemple. Soit proposé 

2-6x+i**—5x i -h** = o=X , (♦) 

d'après la première règle du n.° 18 , la limite inférieure positive 
de X est /,3-^=o. 3 ; et je substitue o , 3 au lieu de / dans 
ks expressions de A , B , C , D du n.° 20 qmi sont ici 

c= : — 15/+6/* , 1?=— 5+ 4/ ; 

par la la formule 

donne pour première transformée 

x,*— S^x^-hS,©^,*— 3,o4ar i +o»7o3i=o=Z, ; 

Je prends pour limite de Z, = o, l t —o, 2 , et je mets o,3-4*o,i 
ou o,5 pour /, dans la formule de transformation Z=zo; il vient 
pour deuxième transformée 

z,*— S^-t-z,'— 2,25«,+o, 1875=0 ; 



Ci Ou (*»— *+i)(x»— 4r+a)=o. 



% 



Digitized by Google 



( 3 3) 

Je prends' pour limite de Z,=o , /,«o,o8 , et jo mets dam 
la formule Z=o , o,3-H>,a-t-o,o8 ou o,58 pour / ; il vient pour 
troisième transformée 

x , «— a,68z , J -|-o,3i 84* , '—a, 1 4555 a* 0.0 1 240496 = ùs=Z , . 

La petitesse du terme constant de cette troisième transformée m'avertit 
que l'origine des abscisses approche fort près de la courbe , et que 
je puis , sans inconvéniens , prendre pour limite de la dernière trans- 
formée en z t , (abscisse devenue assc2 petite) 

4 B a,i4555a -°» OOJ 7° # 
et j'ai , pour la plus petite racine cherchée , 

. ^=/,+/,+/ > +/ 4 =o,585 7 8 . 

En mettant o,58578 pour /, dans la formule Z=o t on aurait 
une quatrième transformée Z 4 — o qui fournirait une valeur jr/=o,58578 

— — beaucoup plus approchée que la précédente f ~ étant fourni 
par Z 4 =so\, 

Je passe à la recherche de la deuxième racine. Je mets 0,6 pour 
/ dans la formule Z—o , et j'ai, pour quatrième transformée, 

x 4 *— 2,6z 4 , -r*o,i6z 4 1 — 3,i36z 4 — o,o3ô4=o=Z 4 , 

qui , ayant perdu une variation , m'apprend que l'origine a dépassé 
une branche. 

Je mets 0,6a pour / dans la formule Z=*o , «t j'ai , pour cin- 
quième transformée , 

x, *— a,5a* , H-©, 0064* , '— a, i333 1 ax , —0,07 307664= 0= Z t . 
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Pour avancer plus rapidement , je mets i pour / dans Z=o % 

et il vient une sixième transformée qui a deux variations de moins 

que la précédente : j'en conclus qu'il y a deux racines entre ar=o,62 

et jr=» ; il s'agit de savoir si elles sont réelles ou imaginaires. Je 

pourrais déjà deviner qu'elles sont imaginaires, parce que le terme 

A ne tend pas vers zéro dans les dernières transformées. Afin d'en 

être plus sûr, je prends la limite inférieure de Z s —o, laquelle est 

0,07307664 , .... „ « 1 

— =0,07 environ , et je l'aioate avec 0,63 : îc mets la 

0,07307664+» 

somme 0,69 pour / dans Z=o } il vient une nouvelle " transformée 
qui a encore deux variations de moins que Z t ^o ; d'où je conclus 
avec certitude que les deux racines douteuses sont imaginaires. 

Je procède donc à la recherche de la quatrième racine qui est 
nécessairement réelle , et , comme il n'y a aucune incertitude à 
craindre , j'emploie la méthode commune. Je substitue successive- 
ment pour x dans la proposée A'= o , 1 , 2 , 3 , 4 > et ayant 
reconnu , par deux résultats de signes contraires , que la racine 
cherchée est entre 3 et 4, et ensuite qu'elle est entre 3 , 4 e * 3, 5 ; 
je mets 3 , 4 po ur / dans les valeurs de A , B , et j'ai pour la 

quatrième racine x= 3, 4 — g ou *=3,4'4 2 ' On pouvait aussi pro- 
céder comme à la fin du n.° 20. 

23. Autre simplification. On peut encore abréger les calculs de 
la méthode précédente , ainsi qu'il suit. 

Je construis la courbe X=y en calculant seulement quelques 
ordonnées de loin en loin ( ce qui peut se faire promptement par 
)a méthode n. a 3o, ) : cette esquisse de la courbe suffit , d'ordinaire , 
pour en connaître le cours et les particularités , ainsi que pour avoir 
une première valeur approchée des racines : on les détermine ensuite 
avec plus d'exactitude par la méthode de Newton qui est , le 
plus souvent , sans inconvénient. 

S'il arrive que quelques sommets convexes s'approchent assez près 
de l'axe des x pour faire douter si cet axe doit couper la courbe 

■ > • — ea 
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en ce point , on calcule quelques ordonné** intermédiaire* qui suf- 
fisent , presque toujours , pour lever le doute. 

Enfin , si cela ne suffit pas pour lever l'incertitude , on a recours 
a la méthode précédente ; mais seulement pour les points douteux. 

On sent que cette deuxième méthode doit éire plus prompte que 
la première , puisque , au lieu d'être obligé de calculer tous les 
coefficiens A , B , C , D , , il suffit , pour l'ordinaire , de con- 
naître A et B. Dans l'exemple du numéro précédent i la courbe n'a 
qij'un sommet concave , et l'ordonnée minima de sommet convexe 
est imaginaire ( fig. 6 ). La méthode du présent numéro s'applique 
ici avantageusement , parce que la figure ne présente aucun point 
douteux qui exige l'emploi de la méthode générale des numéros 
20 et 2t. 

34. Remarque sur les limites* La méthode de ce chapijre serait 
plus expéditive en ce qu'elle exigerait moins de transformations, si 
Ton avait une règle qui procurât une première limite plus approchée i 
ftewton en a donné une qui est fautive dans beaucoup de cas, et 
qu'il est utile de signaler. 

Si , dans X=o , on met x-f-/ pour a , on a une transformée 
Z=o : si , dans celle-ci , on met pour / un nombre tel que Z ait 
tous ses termes positifs ( nombre qu'il faut trouver par tâtonnement ) r 
il est évident que / sera une Kmitc supérieure de Jt = o , et qu'en? 
diminuant ce nombre, on approchera de plus près de Ta racine.. 
Cette conséquence de Newton sera vraie, si h plus grande racine 
positive est réelle ; mais , si cette plus grande racine est un couple- 
imaginaire , on ne pourra le dépasser sans que Ta transformée perde 
deux permanences ; on pourra ôfre encore bien loin de Ta plus grande 
racine positive réelle : la limite trouvée sera très-peu approchée , et 
la règle sera en défaut ; aussi je ne l'ai rapportée que pour em- 
pêcher de la confondre avec les procédés de ma méthode ( Voyez: 
X Algèbre de Garnier , pag. 4*4 > où le défaut de cette règle ri'av 
pas été remarqué ). 

â5. Réflexions. Après avoir exposé notre méthode , h" ne sera pas* 

4 
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inutile de la comparer avec celles qui sont le plus en usage, a Art 
4le faire mieux sentir les points de la difficulté à vaiucre , et ltf 
but qu'il fallait atteindre. 

Le moyen qui se présente le plus naturellement pour découvrir 
les racines , c'est de substituer dans X, pour x , des nombres tant 
positifs que négatifs , en progression arithmétique , jusqu'à ce 
qu'on ait obtenu des résultats de signes contraires : on est alors assurd 
qu'il existe un nombre impair de racines entre les deux nombres 
qui ont procuré ces résultats ; mais il est évident qu'on peut dépasser 
un nombre pair de racines , sans obtenir des résultats de signes 
contraires : ainsi , ce premier moyen n'est ni sûr ni suffisant. 

Newton supposa cette première difficulté levée , et donna un* 
méthode pour approcher de plus près de la racine déjà trouvée; mats 
Lagrange fit voir qu'il pouvait arriver , dans certain cas , qu'on 
s'éloignât de la vraie valeur, au lieu de s'en approcher. • L usage 
» de la méthode dont il s'agit n'est sûr que lorsque la valeur ap- 
» prochée * esc à la fois ou plus grande ou plus petite que chacune 
» des racines réelles de l'équation , et que chacune des parties réelle* 
» des racines imaginaires ; et , par conséquent , cette méthode ne 
» peut être employée sans scrupule que pour trouver la plus grand* 
» ou la plus petite racine d'une équation qui n'a que des racine* 
» réelles , ou qui en a d'imaginaires , mais dont les parties réelles sont 
»- moindres que la plus grande racine réelle, ou plus grande que 
p la plus petite de ces racine* ». {De la résolution , etc. , par 
Lagrange , pag. 1 4 ) 

Nous avons déjà vu ( n. p 9) que la méthode de Lagrange est 
impraticable, i.* à cause de la difficulté de trouver le nombre D 
à substituer pour s , lequel doit être plus petit que la plus petite 
différence des racines ; a.° parce qu'elle peut exiger , en certains 
cas , des milliers de substitutions. 

La méthode de Budan serait préférable , sans l'embarras qui ré- 
sulte des racine* imaginaires , et la nécessité de calculer les décimales 
l'une «près l'autre. 
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. Si je ht me faw illu»c«, tout» les difficultés disparaissent • dans 
ma méthode. Par le procédé du n.° 30 , on trouve , sans incertitude; 
|palM las racme* l'une ^apris l'autre , eu parcourant l'axe dea x ; 
veui-on marcher plus rapidement, le n.° ai en feunylle mqj«D! 
s'il arrive qu'on ait fait un pas trop grand } on en est averti sur- 
le-champ par les changcincns survenus dans les variations do fa 
transformée : la règle de Descartes est la comme une boussole qui 
indique, à chaque instant , le point où l'on se trouve. Enfin , veut-on 
un procédé encore plus facile et plus lumineux , le n.° 23 le 
fournit. Le tracé grossièrement fait de la courbe indique , d'un seul 
coup-d'œil , les points scabreux ou douteux qui exigent l'emploi 
de la méthode générale : dans tous les autres points , on marche à 
grand pas et sans précautions, parce qu'il n'y a pas d'ecueil à éviter. 

On a pu remarquer^ que notre expression. du n.« 21 , pour 

avoir une limite plus approchée , ressemble à la méthode de New/on j 
mais , on doit faire attention que l'inconvénient , aperçu par La- 
grange , n'a plus lieu ici , parce que les changemens survenus dans 
les variations, font connaître a chaque instant la position de l'ori- 
gine à l'égard des branches de la courbe. 

On pourrait encore, au premier abord, confondre nos transformées 

en z,-f-/, , avec celles de M. Budan enx— 1 , x— 2 

mais , nos deux méthodes n'ont absolument rien de commun : dan» 
les transformées de M. Budan , l'origine «des abscisses x ne change 
point : dans ta nôtre, au contraire, l'origine des x, , x,,...-, se 
meut en se rapprochant de la courbe , et c'est ce mouvement de 
l'origine combiné avec les changemens de variations , qui constitue 
le principe de notre méthode , principe qui diffère essentiellement 
de tous ceux qui ont été employés jusqu'à ce jour. 

Dans ce chapitre , j'ai supposé qu'on ignorait , avant d'entreprendre 
de résoudre l'équation, le nombre de ses racines imaginaires, afin 
que le commun des lecteurs n'eût besoin que de connaître la mé- 
thode de ce chapitre ; mais quand on connaîtra la règle du chapitre VI, 



sur les racines imaginaires , on marchera d'an pas plus assuré* dans 
la recherche des racines réelles. 

Quant à la méthode de M.LtgenJrc, fondée sur la considération, 
des fonctions oraales , elle diffère trop de la mienne pour qu'il soit 
besoin de les comparer. 
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CHAPITRE IV. 

MÉTHODES AHAUT1QUES ET GRAPHIQUES , PARTICULIERE* 
AUX S."", $. mt ET 5. M DEGRES. 

J E vais rapporter des méthodes anali tiques connues , et d'autres 
graphiques qui m'appartiennent , lesquelles sont particulières aux 
cinq premiers degrés , el sont plus expéditires que la méthode gé- 
nérale du chapitre précédent. 

Troisième degré. 

36. Cas de deux racine» imaginaires. La proposée étant 
s'+px-^-çsso, on sait qu'elle a deux racines imaginaires, si ^M-^y» 
est positif. Dans ce cas, on trouve la racine réelle par la formule 
générale connue 

- 

On trouve aussi le facteur réel du deuxième degré , en divisant 
x*+px+a par x—x* t et on a 

x'+xxt+p+x'^o . 



37. Cas irréductible. Ce cas a lieu quand 4p l ^r*7 0% **' négatif: 
alors les trois racines sont réelles ; mais elles se présentent sous une. 
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forme imaginaire dans les Iroi* formules générales : on peut les ob- 
ttnir par des séries qui ont l tnconTénieal d'être trop peu conver* 

gentes : la méthode suivante due à Clair aut est préférable ( Voyez, 
son Alg. pag. 298 ). 

Le cas irréductible n'ayant lieu que quand p est négatif, la pro- 
posée sera de cette forme 

* ■ • . -< 

x^—px+q—o . 

On aura une racine x* approchée a* moins d'un millième près, dan» 
les cas les plus défavorables, par cette formule , 



dans laquelle le signe supérieur répond à q positif, et vice versé. 

On aura ensuite une râleur plus approchée de x' , par la mé- 
thode de Newton. 

Les deux autres, racines x" , x" r seront données, par l'équation 
x x -\-xx / —p J rx / *~o , comme ci-devant. 

On trouve aussi les racines des équations des a.* 1 * , 3. me et 4- m * 
degrés par les lignes trigonométriques ; mais , ce moyen étant moins 
simple et moins expéditif que bien d'autres , nous ne le rapporterons 
pas ici ( Voyez XAnelise algébrique de Garnier, pag. 257). 

38. Racines égales» Elles sont le passage des racines réelles aux 
imaginaires: on a vu , dans le n.° 19, comment on les trouve : 
il est utile d'avoif , pour le troisième degré , des formules qui le* 



Soit la proposée 

x^ax^bx+czzQ ; 
elle sur» deux racines égales si ( Voyez le n.° 43) on a la condîtienr 
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■ ' 

Les Jeux racines égales seront 

-. 

La racine inégale sera 

Le signe supérieur a lieu quand la quantité 2a i —Qob-±2'}c est 
positive. Ce «ont les signes inférieurs qui sont relatifs au cas où. 
cette même quantité est négative. 

Pour démontrer ces formules , il suffit de comparer, terme à 
terme , la proposé»; A = o , avec celle-ci , 

{s—x^i* — jr // ) 1 = o . 

Quant a la règle relative au double signe ^ , on la découvre en 
faisant disparaître le deuxième terme de la proposée qui devient 
de la forme s*+px+axo , et Ton a alors 

et 

d'où l'on déduit aisément la règle du double signe, 

39. Construction graphique. Les géomètres ont long-temps cherché* 
les racines par des intersections de courbes : on en fait moins usage 
aujourd'hui , a cause du temps qu'exige leur description ; mais , on 
n'avait pu fait attention que la môme courbe peut servir pour tout** 
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Tes équations du même degré , du moins pour le 3, aa , le 4"* 
et le 5.**'. J'ai fait , le premier , cette remarque utile dans me» 
Opuscules , pag. 116. Par ce perfectionnement , la méthode des 
courbes détient précieuse : elle est la plus expéditive de toutes ; 
elle donne les racines approchées à moins de — près : la méthode 
rectifiée de Newton fournit ensuite le degré d'approximation dont 
on a besoin. 

Soit la proposée 

s 

je fais s=slz, et j'ai la transformée 

l T z i +fy>z-^-ç=a , (a) 

qu'oit peut remplacer par le système dè ces deux-ci 

r.H-fls*+?=o ; . (4) 

dont la première représente une parabole cubique , et la deuxième 
une ligne droite. 

11 est évident que la parabole z i =y étant tracée sur un carton , 
ai l'on construit , sur ce même carton , la droite de l'équation (4) , 
les abscisses des points d'intersection seront les racines de la trans- 
formée (a) , tf. la relation x+/t donnera les racines de la pro- 
posée (i). 

/ est une constante indéterminée qui a pour objet d'empêcher 
que les points, d'intersections de la parabole et de la droite ne 
tombent en dehors du carton ; voici le moyen le plus simple d'obvier 
à cet inconvénient. On prendra pour / le plus grand coeificieot né- 
gatif de la proposée , augmenté de l'unité : par ce moyen , toutes 
les racines de la transformée en z seront plus petites que l'unité. 

Si 
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Si donc , la plui grande abscisse AZ ( fig. 7 ) a été prise pour 
l'unité, tous les points d'intersection seront compris dans les deux 
quarrés AZBY, AZ'B'Y*. 

Quant à la manière de construire la droite de l'équation (4) , 
elle est simple ; il suffit de chercher les points oà elle coupe deux 
des quatre côtés du quand , en faisant dans (4) successivement 

Remarquons encore qu'on peut éviter , pour diminuer I'étentye 
du carton , de construire la moitié AB* de la parabole , qui donne 
les racines négatives de x : en e/Fet , après avoir trouvé les racines 
positives, il suffit de changer +* en — z dans (a), et les racine» 
positives de la nouvelle transformée seront les négatives de l'équa- 
tion (a) ; mais il faudra construire deux droites au Heu d'une. 

Dans le carton que j'emploie , l'unité AZ a été faite de 300 
millimètres et à chaque division on a mené l'ordonnée correspondante. 

M. Monge ( Correspondance de T école polytechnique , an i8i5) 
a donné une méthode qui ne diffère de la précédente qu'en ce 
qu'il n'emploie pas l'indéterminée / , ce qui exige une étendue 
beaucoup plus grande pour la courbe , et rend la méthode moin» 
simple. 11 doit m'étre permis de faire observer que me» Opuscules 
où la méthode est expliquée a peu près comme je viens de le faire , 
ont paru environ cinq ans avant l'article de M. Monge : sans doute 
cet habile géomètre m'aurait cité s'il avait connu mes Opuscules, 
puisqu'il a attaché assez d'importance à cet objet , pour faire graver 
des tableaux destinés à remplacer le carton. 

3o. Table des racines. Reprenons la proposée 

Si on fait jr= 1y % on aura , en posant ^--r , la transformée 

- 

* J -K(zrf-i)=o ; : » 

5 
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cette équation n'ayant plus qu'une seule constante r , il est évident 
qu'en prenant pour r une série de nombres positifs , puis une autre 
série de nombres négatifs , on pourra chercher toutes . les racines 
de z , correspondantes à tous les nombres des deux séries , et en 
former une table qui fera connaître les racines (le la proposée par 

qz 

le moyen de la relation %•=■ -y , en cette manière. 
Soit proposé , par exemple , 

aur+7=o / 

on a ici 

a > ?=7 » r = -jr = -fe =— o,i63 , 

Il n'y aura qu'à chercher, dans la table et dans la colonne de r» 
ce nombre — o,i63 , et l'on trouvera vis-a-vis, dans la colonne des 
racines , celles de s , qu'il ne s'agira plus que de multiplier pu 

~ = — , pour avoir les racines cherchées de s. 

Cette table, qui ne serait pas très-étendue, fournirait, sans contredit , 
le moyen le plus expéditif d'avoir les racines du troisième degré : 
il serait à désirer que quelque géomètre prit la peine de la calculer : 
il est à regretter qu'une table pareille ne puisse pas avoir lieu pour 
les autres degrés. 

Quatrième degré. 
3i. Méthode analitiquê. i.° Soit la proposée 

elle aura deux racines imaginaires et deux réelles, si la quanti id 
est négative ( Voyez le iu* 44 )• 
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Pour avoir les deux racine» réelle» x' , *n de la propose, 



et l'en aora 



le aîgne supérieur ayant lien pour le cas de 7 négatif, et «V* «r,4. 
Pour le même cas , on aura les racines imaginaire* par 
le* formule* auirante* : r 



{ Anoîise de Gantier , pag. 4, 21J , aa5 ). 
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2. ° Les quatre racines de la proposée seront toutes imaginaire* 

ai l'on a les trois conditions 

4rf4f '-f a )+9f a (> *^-3f ')+ 1 

positif ; p positif ; />•— if négatif ( n.» 44 ) : on aura x> t , 
par les quatre formules ci-dessus du î." 

3. * Cas irréductible. Lés racines seront toutes réelles ai p est 
négatif et que p % — soit positif, ainsi que 

4p\4pr-**)+ 9 q>{i6pr-fy)+i2Br*{2r-p>) • 

Pour avoir les racines de la proposée , on cherchera celles s/ , 
u" , de cette réduite 

» , +/ / i<+f / =o ; 

dans laquelle on a 

ces racines, qui seront toutes réelles, ie troureront comme dans 
le n.° 27 . On aura ensuite s* , s /t , s'" , * ,v * par les formules 
générales suivantes, 

Lo signe supérieur répond au cas de q négatif , et rice versé. 
3a, Solution graphique. En considérant la proposée 
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s>+ps'+9S+r=o ; (r) 

comme le résolut de l'élimination de y, entre deux équations du 
second degré en x et y, on pourra trouver les racines de cette proposée 
par les intersections de deux sections coniques , dont l'une constante 
sera tracée , a l'avance , sur un carton K et l'autre variable dépendra 
de la valeur des coefficient de la proposée. Gomme la ligne droite 
et le cercle sont plus faciles à tracer que les autres sections coniques , 
il est naturel et avantageux de les choisir pour courbes variables, 
i.* En Taisant, dans la proposée; x—lz (/ étant une constante 
indéterminée ) , elle devient 

l*z*+pPz*+ç?z+r=o . (a) 

En faisant /*= p ou Pw—p , suivant que p est positif ou négatif, 
on a 

qu'on peut remplacer par le système de ces deux-ci , 

Ayant donc tracé sur un carton les deux courbes de l'équation (4) 
qui serviront , l'une pour le cas de p positif ; l'autre pour celui de 
p négatif, si l'on construit la droite variable de l'équation (5), les 
abscisses des points d'intersections de cette droite et de la parabole 
du quatrième degré (4) , seront les racines de l'équation (3), et 
par conséquent la relation x=z\/J] donnera les racines de la 
proposée. 



(38) 

Celte première méthode a l'inconvénient que les points d'inter- 
sections pourront quelquefois tomber en dehors du carton, 
a/ La proposée étant toujours 

je fais «s/x , et il vient la transformée 

* 

# 

que j'écris d'abord ainsi 

et qu'on peut remplacer par le système de ces deux-ci 

-■ 

r=*" , (5) 

L'équation (3) représente une parabole du second degré r et i'é- 
quation (4) un cercle : en mettant celle-ci sous cette forme 

on reconnaît que le cercle qu'elle représente a pour abscisse de son 
centre •=— , pour ordonnée de ce centre C=^~, et pour 
rayon 

. » 

Si donc on trace sur un carton ( fig. 8 ) la parabole y=z" , 
dans laquelle AZ=t , cette courbe servira à trouver les racines de 
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toute équation proposé* du quatrième degré* ; car , ayant décrit le 
cercle dont les coordonnées do centre sont • , C,.et le rayon R 
les abscisses des points d'intersections seront les racines de l'équation (4), 
<et la relation x-s.lt donnera les racines de la proposée (i). 

11 faudra prendre pour / un nombre tel que « , € , et les abscisses 
des points d'intersections ne tombent pas hors de la figure , ce qui 
sera toujours possible , en prenant / assez petit. Ordinairement , on 
pourra prendre pour / le plus grand coefficient de la proposée t 
pris positivement et augmenté de l'unité. 

Remarque i. S'il arrive que le cerclé soit sensiblement tangent I 
la parabole , il y aura incertitude pouç savoir si la proposée a deux 
racines égales ou deux imaginaires : dans ces cas rares. , il faudra 
recourir à la méthode du chapitre III , ou bien , vérifier le doute 
par les formules du n.* 3i , relatives aux conditions d'imaginante*.: 
celte remarque s'applique aussi au troisième degré. 

Remarque a. On peut aussi trouver les racines de l'équation du 
troisième degré x^+px+qzzo , par la méthode du présent numéro; 
car il su/Et de faire r*=o dans les calculs précédens ; alors , l'une 
des quatre racines sera zéro et étrangère à la question ; les trola 
autres seront celles de la proposée. 

Remarque 3. Les méthodes graphiques ont un grand avantage; 
celui de faire distinguer d'un seul ceup-d'œil les racines réelles , 
tant positives que négatives , et les racines imaginaires : je répète 
qu'elles sont plus expéditives que celles qui sont analytiques , à présent 
qu'on peut faire usage d'une courbe invariable , et que tout se réduit 
a placer une règle ou a faire tourner un compas. ( Voyez mes 
Opuscules , pag. m.) 

33. Racines égales; Il sera utile de rapporter ici t comme noua 
l'avons fait pour le troisième degré , le» formules relative» aux 
raoînes égales. 

$ott la proposée 

s*+ox > +h* M +cx+J*sx> f 
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je la délivre du second terme , pour simplifier les formules, en faisant 

jr=« — , et j'ai une transformée de cette forme u*-^-pu % -^çu-}-r=o t 

elle aura deux racines égales u l " , ii ,v , et deux inégales u' , yf' 9 
si on a la condition 

et l'on aura 

u'»=u tv =a. — " r "^ J — ; 
u'= — u ,f, -\' y/ —p iu' n, \ ; u"— — b w — \/ —p — zu"'* j ; 

u' et il" ne seront réelles que dans le cas de p négatif et plus 
grand que a»'"*. 

Si la transformée a trois racines égales u ,, —u ,,, — u ir et une 
autre tt* inégale, on le reconnaîtra par la condition p tm \ri 2T — O qui 
exige pour la réalité des racines que r soit négatif , ensuite on aura 

et «'=— 3m". Le signe supérieur a lieu quand f est positif, et 
9>ce versd. Ces expressions des racines égales fournissent une con- 
dition plus simple que la précédente, savoir, 

Enfin , si -X=ro avait deux couples ou deux racines doubles 
s'rsa" et x'"=x™ , on le reconnaîtrait de suite par la transformée 
en u , dans laquelle on aurait 
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L'équation en u , dans ce cas , devient ^ + — ^ =o . 

Les formules précédentes du quatrième degré s'obtiennent faeilec 
ment en suivant la marche indiquée pour le troisième. 

Cinquième degré, 

34. Construction graphique. Le cinquième degré fit susceptible 
d'une ' conduction analogue à celle du n.° 3a , relative au quatrième, 
degré. 

Soit la proposée. 

t 

en faisant X—Iz , il vient 

En faisant P=±p et/=v/±£), on a 

(le signe supérieur correspond à p positif). 

Cette équation peut être remplacée par le système de ces deux-ci t 



■ 
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dont la première représente deux paraboles du cinquième degré 
( l'une pour le cas de p positif, et l'autre pour celui de/» négatif-) , 
et la' seconde une parabole du deuxième degré. La première est 
invariable et pourra être tracée sur un carton : elle sera double à 
cause du signe* ^ : la parabole du deoxième degré est- variable et 
dépend des coelliciens de la proposée : on a des instrumens pour 
la décrire par un mouvement continu. Si on met l'équation (a) 
•ous cette forme 

* ♦ 

on reconnaît que l'abscisse « du sommet de l'axe de la parabole , 
fequel est parallèle aux y, est 

quo l'ordonnée du même sommet est 
et que le paramètre est 



9 

Il faut faire attentiop que l'axe de la parabole s'étend indéfiniment 

du côté des y positifs , si £. est négatif , et vice versé. 

Au nioyen de ces expressions, il sera facile de tracer la parabole 
variable , dont les intersections donneront les différentes valeurs de 
z , lesquelles a leur tour feront connaître les racines de la proposée 
parla relation s=>/~p\*t. 
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i 1 =r=aa=s5 

CHAPITRE V. 

MÉTHODES MÉCANIQUES POUR TROUVER LES RACINES* 

Les moyens mécaniques de trouver les racines ne doivent pas être 
coiiM>ere» simplement comme des rei réalious mathématiques : ils 
oU'ivni em-ure , s'ils sont bien connus , un procède expeditif pour 
avoir une première approximation des racines , du moins dam» l« 
plus grand nombre des cas. 

On trouve , dans Y Encyclopédie méthodique , au mot équation , 
la description d'un constructeur universel des équations déterminées. 
Cet instrument, qui n'y est appliqué qu'aux équations du second 
degré, est déjà très-compliqué : il est aisé de \oir que , pour les 
degrés supérieurs, la complication augmenterait au point de le rendre 
impraticable. 

On trouve encore, dans le 17."* cahier du Journal de /"école 
polytechnique , une méthode fondée sur la considération d»s dev< — 
loppantes du cercle , laquelle ne saurait remplir le but que l'on 
doit se proposer, l'économie du temps : d'ailleurs sa théorie est trop 
abstraite pour être à la portée du plus grand nombre dis lecteurs. 

J'ai décris , dans mes Opuscules , pag. if*2 , un nouvel instrument 
que j'ai appelé balance algébrique , et qui a paru . à plusieurs sa- 
vans géomètres , réunir les qualités désir >b!«s , la simplicité et une 
précision suffisantes : je le rapporte ici avec quelques additions. 

Knfin , je termine ce chapitre par l'exposition de deux nouveaux 
moyens qui ont l'avantage de n'exiger que quelques calions que 
chueun peut tracer sans frais. 

35. Balance algébrique. Suit 



( 44 5 

l'équation proposée , dônt je suppose les coefliciens numériques. 
Je pose les équations 

la proposée devient 

a+by f +cy"-¥Jy"'+ef" +fy« +etc.=o . (a) 

Supposons maintenant qu'ayant pris ( fig. 9 ) BD—Bd=T, et ayant 
élevé la perpendiculaire BA=i , on mène les lignes AD , Ad , et 
qu'on construise de part et d'autre de AD les paraboles AM"D t 
AM'"D , AM™D Am"d , Am'"d , Am iv d , etc. , re- 
présentées par les équations x % ~y" , x i ^y / " , etc. , en prenait 
AP-x , PW^y» , PA/"'=r"' f PM* v =y* v . 

Supposons ensuite que , dans l'équation (1), qui aura des termes 
négatifs , si elle a des racines réelles et positives , on ail transposé 
dans le second membre ces termes négatifs. 

Supposons enfin qu'on ait placé dans les points Q , m' , m" , 
m'», m lv , et Af' v , M'", A/", M' , etc. , des poids proportionnels 
aux coefficieos a , b , c , d , etc. : alors il est évident que si AB 
est un axe horizontal, il y aura équilibre autour de cet axe , entre 
les poids qui sont à gauche et ceux qui sont à droite , quand 
AP—x sera une racine de la proposée, 

Far exemple , si la proposée est 

je l'écris ainsi 
ou 

Je pose en Q un poids s»s , en m' un poids w3 , en m»' un 
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poids =8, en m»* un poids «9, et en M" un po'ds =4-, il 
est aisé de sentir que la somme des momens des poids devant 
être égale de part et d'auire de l'ate AB , il y aura équilibre quand 
AP=* sera une racine réelle positive de la proposée. 

Imaginons maintenant qu'au moyen d'un mécanisme quelconque, 
une règle M'm' fasse mouvoir les poids chaeun sur la ligne droite 
ou courbe qui lui appartient ( a l'exception du poids Q qui doit 
rester à la même place ) , l'équilibre aura lieu chaque fois que AP 
6fra une racine positive* 

36. Remarques. La description théorique qui précède a besoin de 
quelques développement , tant pour la construction de l'instrument 
que pour soo usage. 

1/ Ce qui précède suppose que toutes les racines sont positives : 
il faudra donc , après avoir trouvé les positives , changer les signes 
des termes affectés des puissances impaires de x , et recommencer 
l'opération pour avoir les racines positives de la transformée , qui 
seront les négatives de la proposée. 

2. * On a supposé encore que toutes les racines étalent comprises 
entre zéro et un : il faudra donc préparer la proposée , en y faisant 
x=zLz , L étant la limite supérieure positive de la proposée. ( Voy. 
le n.« 18. ) Ayant trouvé les racine» de la transformée en z, on 
aura celles de la proposée par la relation x=Lz. 

3. " Ce qui précède suffit pour la théorie , mais non pour la 
pratique. Les paraboles sont des fentes dans lesquelles doivent glisser 
des fils métalliques , dont chacun porte un petit vase destiné a 
recevoir les poids : ceux dq ces vasos qui correspondent aux termes 
de l'équation proposée , contiennent des poids proportionnels aux 
çoefficiens ; les autres vases sont vides : tous ces fils sont mis en 
mouvemens par une règle JI/ / m / , percée d'une rainure , et garnie 
d'un vernier qui parcourt la ligne AB. 

On sent que les fentes paraboliques ne sauraient être prolongées 
jusqu'aux points A, D, d, où elles se confondraient : il est donc 
nécessaire d'éloigner de ces points les racinw de l'équation. Pour 
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cela , on remarquera que L étant la limite supérieure positive de 
la proposée , si on y met Lz pour jr , toutes les racines positives 
de la transformée seront comprises entre o et ; que si , dans 
1 équation en : , on met ^ ou [z pour z, les racines positives 
de celle seconde transformée seront toutes comprises entre o cl o,4 ; 
qu'enfin, si, dans cette seconde transformée , on nul z — o,5 pour 
z , on aura une troisième transformée dont les racines positives seiont 
comprises enlre o,5 et <•,<). 

11 suit de la qu'en mettant dans la proposée — (z— o,S) pour x , 

on aura , d'un seul coup , nue transformée en z , dont toutes les 
racines positive» seront comprises enlre «>,5 et 0,9, et tomberont 
par conséquent assez loin des points A , D , d, où les courbes se 
Confondent. 

Cette préparation préalable a un nuire avantage , c'est que près 
du point A les racines ne saurait nt être déterminées arec le même 
degré d'approximation , que loin de ce point. 

Quant aux dimensions de l'instrument, si le plan EFfe , qui a 
la forme d'un trapèze , est en buis , on fera AB=5o centimètres ; 
d'on /y=C)0, £<r=5o, f// = 20 ; mais si l'instrument est en cuivre 
il suffira de faire AB=sio , ce qui réduira à la moitié les autres 
dimensions. 

Le trapèze EFfe porte deux totirrillons en // et / qui tournent 
dans deux crapandines que portent denx montans verticaux. 

4' I/orsquc la lègle mob le M' m' approche d'une racine, 1rs deux 
ï>ras de ta bal mee appràèhcnt aussi de l'ét|uilibre : au-delà de la 
racine , le bras qui et il le plus pesant devient le plus léger : H 
n'en est pas otdiiiaitement de même si la règle rencontre deux 
imaginaires ; le bras qui était d'abord le plus pesant , perd , jusqu'à 
tin certain point, une poilmn de sa prépondérance, puis, passe ce 
point , U reprend par degré. 

Si la règle rencontre deux racines égales , le bras qui avait la 
prépondi rauce , la perd peu à pou , jusqu'au moment du l'équilibre, 
puis la reprend par de D res insensibles. 



Digitized by Google 



(<7) 

Par ces caractères , on pourra presque toujours distinguer les 
raciues imaginaires et les racines égales ; mais , il est un cas où 
l'instrument ne sera pas assez sensible , et ou il faudra recourir aux 
méthodes des chapitres III et VI ; c'est celui où l'axe de la courbe 
X=y ( fig. 3 ,'4i 5 ) s'approche très-près d'un sommet: alors on 
pourra confondre deux racines réelles inégales et très-voisines , avec 
deux racines égales , ou avec deux racines imaginaires. 

Enfin , si la courbe X=y a des ordonnées minima ou de sommet 
convexe imaginaire , ce qui arrive quand la première dérivée do 
J£=o a des racines imaginaires ; alors le même bras conserve sa 
prépondérance avant et après la rencontre de l'ordonnée minima 
imaginaire , et l'instrument ne manifeste point l'existence des racines 
imaginaires. ( La figure 6 offre un exemple de ce cas. ) 

5." Le plan de l'instrument pourrait être vertical , et alors l'état' 
d'équilibre serait indiqué par un fil à plomb suspendu en /, qui 
coïnciderait avec 1H. 

37. Exemple. Soit proposé 

* i -f-* î — -ax— 3=0 . (*) 

La limite supérieure positive L de cette équation serait 3, d'après 
la règle du n.° 18 ; mais , comme il est important de la diminuer, 
je fais X=2 , et je vérifie ce nombre a en mettant 2 — x pour x, 
car, la transformée n'ayant plus que des variations, m'apprend que 
toutes ses racines sont positives. 

Je fais donc , conformément à la remarque 3.° du numéro 
précédent , 

*=5(x— o,5) , 

•t il vient la transformée 



f) Ou <*»-- a K».+, + , j5K o. 
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62 Si* — 1 1 25z*+725z* — ao3, 7 1875=0, 
ou simplement 

6a5z 4 — ii25x , H-735z' — 2o4*-v-20=:o , 

ou encore 

6a,5**— i la^-r^Si 1 — ao,4*+a=o : 

Soumettant cette équation a l'épreuve de la balance, on trouve que 
l'équilibre a lieu en un seul point t celui où l'index de la règle 
mobile marque 0,78 : donc 2 = 0,78 et x=t,4- Au -delà de ce 
point , celui des deux bras de la balance qui avait la prépondérance, 
Ja perd et ne la reprend plus ; d'où l'on conclut que La dérivée 
de X—y a deux racines imaginaires.' 

11 reste à trouver les racine* négatives de la proposée : peur 
cela , je change +jr en — x , et elle devient 

a* — x i — i'+ax— 2=0 ; 

X vaut encore ici 2 , et je fais 

*=5>-o>5) ^ 

il vient la transformée 

62ÔZ*— i3-]5z>-\-i t oo* 1 — 37i,a5-H-4»»4375=o t 

ou simplement ( pour se borner à des poids représentés par 3 
chiffres ) 

62,5*«— ï37z , + nox»— 37,12+4,1=0 . 

Soumettant cette équation à la balance, on trouve que l'équilibre 
n'a lieu que dans un point , celui où l'index marque 0,78 : donc 
2=0.78, et s ou la racine négative = — 1,4 : donc aussi la pro- 
posée a deux racines imaginaires» 
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38. ÀutTê sysûme de loîanee. BbeE ( fig. 10) est un rectangle 
dans lequel Z?£ = 2 = 5o centimètres est divisé en 200 parties égales 
numérotées de part et d'autre du milieu o - y la parallèle Ce est 
divisée depuis le milieu vers C et c , en faisant dans y=x' succes- 
sivement 2"= 0,1 , ar='o,2 les valeurs de donnent les dis- 
tances respectives de chaque point à la ligne 00 du milieu. 

La parallèle Dà a été divisée de même d'après l'équation y=* 3 , 
en faisant *=o,i , jr = o,a 

La parallèle Ee a été divisée aussi d'après l'équation yz=x*. 

Il faut imaginer d'autres parallèles//, Gg divisées d'après 

les équations y=x s , y=»a', 

Les points , correspondans de toutes les parallèle* sont joints par 
des courbes 10—10, 20—20, 3o — 3o , etc. 

Toutes les parallèles sont des fentes dans lesquelles se menrent 
les fils qui portent les poids : ces fils doivent être tous placés sur 
la même courbe , ce qui ne peut s'exécuter qu'à la main : on les 
fait glisser d'une courbe a la suivante , jusqu'à ee qu'on ait trouvé 
l'équilibre autour de l'axe horizontal 00 qui repose sur deux mon tans 
verticaux : si alors les fils sont sur la courbe 3o , la racine indiquée 
est jr=o,3o -, et ainsi des autres cas. 

Par ce système de balance , on évite l'inconvénient du premier 
où), les fentes se confondent près des points A , D , d. ( fig. 9. ) 

Il reste à préparer l'équation proposée pour que toutes les ra- 
cines tombent entre o et +1 , en faisant s=Lz. (L étant la limite 
supérieure positive de la proposée. ) Pour avoir les racines négative», 
on change -\-x et — * , et l'on recommence l'opération. 

Comme les courbes voisines de l'axe donnent peu d'approximation, 
il est plus avantageux de faire 

*=»2Z(x— o>5)=L(2z— 1) , 

afin que les racines de la transformée en x tombent entre - et -t-i : on 
trouve ensuite les négatives en changeant préalablement -f-* en —s. 

7 
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Eu6n , st l'on voulait «roir , par une seule opération , toutes 
les racine* tant positives que négatives , en appelant JJ la limité 
supérieure négative de la proposée , on ferait 

Toutes les racines de la transformée en z seraient positives et com- 
prises enlre 7 et i ; mais , ce second moyen a l'inconvénient de 
fournir des coeffieiens trop gros et qui diminuent l'exactitude des 
résultats. 

Je remarquerai encore qu'au lieu des poids variables , on pourrait 
employer des poids constans ; mais l'instrument deviendrait plus 
compliqué et moins exact. 

39. Triangles algébriques. On peut , au moyen de quelques cartons 
que chacun peut construire sans frais , remplir le même objet que 
par la balance précédente. 

A X B X C X , A t B t C tt A l B,C t , e/r.(fig. 1 1 , »a, i3, etc.) sont des trian- 
gles rectangles isocèles en carton, dont les cotés A t B t , A t B % , A t B % 

sent divisés en 100 ou 1000 parties égales : les autres cotés B t C, , B t C t , 

B t C t , égaux à l'unité , sont divisés de manière que les 

distances de chaque point au point B sont les ordonnées des courbes 

♦ 



■ 

Enfin, des points A, , A x , A t etc., on a mené des droites à 
tous les points dedivision de 2?,C T , B,C t , B t C t 

Voici un exemple qui suffira pour faire comprendre l'usage de 
ces cartons. Je prends l'exemple du n.° 37, 



1 : ■ 
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Je hU ar=aZ(x-f) afin que toutes Tes racines positives soient 
compris entre f et +1. Oo a ici Z^a, et la transformée est 

ta8x*— aa4xM-»36x*— 36x+3=o , 

oo en divftant par le plus grand coefficient aa4 , et transposant 

o,57Jz»-t-o > 6o7**-f*o»o»33=z , -f-o,i6i,r . 

Je prends (fig. it , ta , i3 , 14 ) 

je pose la ligne 7/7, sur 777 # : je pose de même la ligne lB f du 
carton fig. i3 sur la ligne lH t : je fais glisser le carton fig. 14 
aur le carton fig. ta, et le carton fig. i3 sur celui de la fig. n, 
jusqu'à ce que 777 4 .-*-777 > -4-o,oi3 donne la même longueur que 
777, +727, , les points 7 étant tous pris sur 1er transversales de même 
numéro : je trouve que l'égalité a lieu pour les transversales du 
n.' 85; d'où je conclus que £=0,85, et par conséquent xs=i,4 f 
(à cause de *-=a(2x— 1) ). 

Cela est fondé sur ce que la ligne BfiS, valant a, la ligne 777, 
vaut o,t 6 ix : de même 

2?,85=x» , 777 t3B o,6o7x« , 777 4 s=o,5 7 ix* . 

Au reste» on sent que le degré d'exactitude sera d'autant plus 
grand que les cartons seront eux-mêmes plus grands , et que le 
plus petit nombre de l'équation approchera plus de l'unité. 

On sent encore que ce que nous avons dit. précédemment des 
racines négatives, égales et imaginaires s'applique à la méthode du 
présent .numéro. 



(5.) 



CHAPITRE VI. 

' : ' * 

DÉTERMINATION DU NOMBRE DES RACINES IMAGINAIRES D'UNE 
ÉQUATION D'UN DEGRE QUELCONQUE. 

..«,'-■ 

I ' ' ( ' - • t ■ « « . • • : ' 

Le problème qui fait l'objet de ce chapitre est très - important : 
malgré nne longue suite d'efforts , on n'en a que des solutions ôu 
incomplètes, ou impraticables. ( Voyez le n.* i3. ) La suivante parait 
deVoir terminer heureusement cetie branche de l'analifc. 

4o. Il suit de la sixième remarque du n.° i5 , que les y mini m a 
ont une corrélation nécessaire avec le nombre des racines imaginaires , 
et que par conséquent , l'équation qui donnerait toutes les valeurs 
de y maxima ou minima , ferait connaître , par la succession de 
•es signes , les racines imaginaires, en discutant, pour chaque 
degré , les diflerens cas qu'il présente. 

Cette équation en y, que je représente par Y=o , et que j'appellerai 
équation des sommets ou équation des racines imaginaires , est facile 
à former ; çn effet , on a , pour caractériser les sommets , l'équation 
dy 

X'zz 7£ = 0: m ^ lt d° nc ♦ P our avoir ^ sgt0 « d'éliminer x cntre 

A"'=o et X—y : l'équation résultante en y sera du degré m— 1.* 

Voyons maintenant comment l'équation Y — o peut faire connaître 
les racines imaginaires ; un eoup-d'œil sur les figures a, 3,4» 5 
suffira. Nous conviendrons d'appeler positif l'espace qui est en dessus 
de l'axe des x, et négatif celui qui est en dessous. 
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Dans la figure a , relative au deuxième degré , Isso sera du 
premier degré et de la forme y-f-^ = o. Dans, le cas de déux racines 
imaginaires , A sera négatif ou y positif , ou bien encore y-+-A= Y=zo 
n'aura que des variations de signe , d'après la règle de Descartes» 

Pour le troisième degré ( fig. 3 ), Yz=. o sera de la forme 

dans le cas de deux racines imaginaires , Taxe des * aura une des 
deux positions O, ou O, et ne rencontrera la courbe qu'en un point: 
les deux valeurs de y seront ou toutes deux positives, ou toutes 
deux négatives ; c'est-à-dire que 2 = 0 aura ou deux variations, ou 
zéro variation. 

Ces deux exemples suffisent pour faire voir comment il faut 
discuter les degrés plus élevés , et comment les signes de l'équation 
l=o dépendent de la position de l'axe des s , laquelle, a son tour, 
détermine le nombre des imaginaires. Un examen attentif m'a fait 
apercevoir la loi de cette relation qu'on peut exprimer par le 
théorème suivant. 

■ * 

Théorème sur les racines imaginaires. 

4i. X=o étant une équation du degré m , et X'=0 Sa dérivée 
du premier ordre, si on élimine* entre X=y et X'sso , on aura, 
en y, une équation 2^=0 du degré m — i , dont les racines y 1 

y" i y'" • «ont les ordonnées maxima et minima de la courbe 

A'=sy:cela posé, on aura, entre les signes de l'auxiliaire 1=0 ; 
et les racines imaginaires de la proposée -X = o , la correspondance 
que voici : 

i. # m étant pair , X~o n'ayant pas de racines égales , aura 

o , 2 , 4 , 6 , m , racines imaginaires , suivant que 

2=0 , aura 



1 



w . < 5 * ) 

y ■ 

- , -±i; -±2, - ±3.. .;...©; 

■ i 

menées de signe; 

2. * m étant impair, XssO n'ayant pas de racine» égaies ; «ara 

0,3,4, 6 ot— »i , racines imaginaires, suivant que 

ls=o aura 

< 

m— 1 m»! _^ m— »i ^ ^ 1 j m— 1 jh- 1 

a * a — ' a" - * a — a — a * 

permanences. 

3. # J"~o aura t , a , 3 , «te. , termes nuls , à commencer 
par celui qui est constant , suivant que A'=o aura une racine 
double , deux doubles ou une triple , trois doubles ou une qua- 
druple, etc. 

Ce théorème renferme une solution aussi simple que complet* 
du problème des racines imaginaires : il réduit la difficulté a celle 
de trouver les racines égales -, puisque la même équation F= o 
donne , a la fois , les unes et les autres : nous osons croire que 
aa . découverte est un grand pas en algèbre : nous verrons plus bas 
qu'il conduit encore à) , la solution d'un autre problème du même 
genre , celui de distinguer les racines positives des négatives'; enfin , 
il est d'une application facile , et les fo* mules qu'on en déduit 
peuvent trouvée place dans les livres élémentaires. La table sui- 
vante, qu'il serait facile de prolonger , présente , pour les dix 
premiers degrés , U marche de la loi exprimée par le théorème. 
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Table des racines imaginaires de X=o, 



Correspondantes aux permanences de fzso. 









Degré 
de 


Imagin.** 

de 


Permanences 
* de 
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Iroagin.** 
de 


Permanence» 
de | 


X=o 


X=o 






X=o 




-« — o 




O 


I 






0 
2 


* 

4 1 
3 ou 5 


3 


O 
2 


1 

o ou a 




8 


4 
6 

8 


a' ou 6 
I ou 7 

o 


4 ' 


O 

2 

4 


2 

i ou 3 
o 






o 


( 

4 












a ■ 


3 ou 5 














5 


o 

2 

4 


a 

i ou 5 
o ou 4 




9 


4 
6 

8 


a ou 6 
i ou 7 
o ou 8 
















c 
O 


o 

2 

4 
6 


3 

2 OU 4 

i ou 5 
o 






o 
a 


K 
«* 

4 ou 6 












4 


3 ou 7 , 
a ou 8 




o 


3 




10 


6 


7 


2 

4 

6 


2 OU 4 

t ou 5 
o ou 6 






8 

10 


i ou 9 
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L'usage de cette table e&t cimple : si , par exemple , la proposée 
Xz=iO est du huitième degré, on voit, par la table, qu'elle aura 
six imaginaires si J'=o a une permanence ou sept permanences. 

C'est le moment de prévenir une objection. Le théorème précé- 
dent est d'une évidence manifeste lorsque la courbe X=.y a *° u te» 
ses branches ; mais , il peut arriver qu'elle en perde quelques-unes , 
et môme que Y= o n'a ; t que des racines imaginaires: dans ce cas» 
le théorème ne sera-t-il pas en défaut ? l'expérience prouve que non. 
11 faut faire attention que , dans notre méthode , ce ne sont pas 
les Taleurs absolues de» y mi ni ma ou maxima qu'on emploie ; 
mais seulement les rapports numériques du nombre des y maxima 
aux y minima; c'est-à-dire, les positions respectives de ces deux 
espèces d'ordonnées de signe contraire : or , on peut bien comparer 
des quantités imaginaires sous le point de vue de leur position , 
sans connaître leur grandeur absolue j c'est pour cela que la loi 
qui lie les signes de I=o aux racines imaginaires de X=o , ne cesse 
pas d'avoir lieu quand Y=o a des imaginaires. Au reste , c'est ici 
un fait d'analisc qu'il serait aans doute difficile , mais non impossible, 
de démontrer par le calcul. 

Règles déduites du théorème pour les six premiers 

degrés. 

* ■ i - • 

è 

42. Quoique la formation de l'auxiliaire J^o soit facile , il est 
encore plus commode pour la pratique d'effectuer les calculs sur 
les équations littérales des premiers degrés , afin d'en déduire des 
formules qui dispensent de former l'équation Yz=o pour chaque 
équation numérique proposée. Passé le sixième de^ré , les éliminations 
en lettres deviennent trop compliquées . et d'ailleurs les substitution* 
à faire dans de» formule» littérales seraint plus longues que l'éli- 
mination elle-même entre deux équation» numériques. 

z. m * Degré. Soit la proposée 
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on a 

éliminant s entre X 7 =o et A"=y , on trouve , pour Y=so t 
celle-ci 

donc , d'après la table , la proposée aura deux racines imaginaires si 
4y-\-a* — 4^=o n'a point de permanences; c'est-à-dire , si a 1 — $ 
est négatif, ou bien si ce que Ton savait. 

43. 3.- Degré. Soit la proposée 

On a 

Éliminant 4P entre X'sso et X=y, on trouve, pour Iso, celle-ci 

Donc , d'après la table , la proposée Xsso aura deux racines 
imaginaires, si l'auxiliaire J==o a zéro ou deux permanences. Comme 
dans ces deux cas le terme constant doit être positif, H s'ensuit 
que la condition de deux racines imaginaires est que la quantité 

soit positive. 

44- 4 œe Soit la proposée 



X=sx*+as s +6x*+c* 
ou a 

X'=4x i +3ox>+2tx+c=o . 



( 5ê) 

Pour éliminer x entre XamO et Xzsy , Je mets deux fois de suite 
dans Xssy la valeur de , tirée de X'sso , ce qui donne l'équa- 
tion (i ) ci-après ; en combinant (i) avec X'~o , on a l'équation (s) 

(3<i»— 83>*-r-(a<75— iar>-Hwr— 6y =o (i) 

Celles-ci étant traitées à la manière ordinaire, on trouve, pour 
, eu posant 

celle-ci 

2S6y>-( 7 6M+J)y*M 7 G8J*+2M+B)y-zS6J i -J*-BJ-C=o . (K) 

Maintenant t d'après la table du n.° 4 1 $ la proposée X=o t 
aura dçuit racines imaginaires si )'aco a une ou trois permanences : 
la proposée aura quatre imaginaires si Y=so a zéro permanence , 
c'est-à-dire , trois variations. 

Ces concluions peuvent être énoncées comme il suit 
£a écrivant, pour abréger «T=o, de cette manière, 

y*+A'y'+B'y+C'=o , 

an remarquera que tous les cas d'une ou trois permanences qui 
donnent deux imaginaires , sont compris dans les combinaisons 
suivantes , 

r , +/'+/+ 1 = ° « y i +r*—r+ » = <> t 
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dans lesquelles le dernier terme demeure seul constamment 'positif . 
donc , la proposée J¥=o aura deux racines imaginaires si O est 
positif. 

A l'égard du cas de quatre racines imaginaires , lequel est unique , 
il est évident que les conditions sont 

A><* , B'>o , C'<o.. 

Les formules de cet article deviennent bien plus simples quand 
la proposée n'a pas de deuxième terme. 
45. 5. me Degré. Soit la proposée 

• , • ^- • 

on a 

pour éliminer s entre X'=o et X=y , je mets deux fois de suite, 
dans *=jr f la valeur de *♦ tirée de *'=o, et il vient 

(io^^^'+CiS*— 3tf3>*+(aorf— 2«)*a5(*- r )^W = ro . <r) 
Combinant celle-ci avec X'=o t on a 

( 1 6«>— 55aè+75c)x J «K 1 aa»J— icxw— Sofr+iod)»* 
+{8<iV— -W— 2o^4*»a5tf— ia5y)*— ^loi— 4i»*)=o * (a) 

Je continue sur (1) et (2) l'élimination suivant la méthode de 
Bezout : c'est la meilleure que je connaisse , la seule qui n'introduise 
pas de racines étrangères : celle qui est fondée sur le plus grand 
commun diviseur , n'est pas exempte de ce défaut : il est vrai qu'on 
a cherché à l'en délivrer; mais pourquoi combattrè des difficulté» 
qu'on peut éviter ? 

Ayant écrit (1) et (a) comme il suit % 
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AJ+Bs'+Cs+Ihao , J's*+B's'+C's+D=so 
et ayant posé 

A'B-AB'=E , A*C—AC'=Ï , A'D-AV=G , 

B'D—Biy^H , C'D—Ciy=l , B'C—BC'=K , 
on aura , pour I équation Y =o , celle-ci 

G{G>+El+GK-2FH}+IiF>-EK)+EH>=o . (F) 

* ■ 

'46. 6. me Degré, Soit la proposée 
on a 

Pour éliminer «entre X'=o et X=y » j e roe *' deux fois de suite 
dans X=sy la valeur de s 1 , tirée de X'=o , et j'ai 

Combinant la dernière ayce X'so, on a celle-ci 

4-( 1 8o<? - 1 **d— 36M- i Sa V)**+(? i 6/a 1 67-6* *-a4M+ 
H-ioa\/)*-KV-i3j)«o . (a) 

J'élimine x entre (i) et (a), suivant la méthode de Bezout; ')* 
les écris d'abord comme il suit : 

! J 
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. Js*+Bs>+Cs*+Dx+E=o, 

A's*+B'x l W* % +iy*+&=o ; 

puis faisant pour abréger 

A'B—AB'=*a t , A'C~AÙ=h x ; A>D-AD>=zc t , 

A'E—AE'=J X , B'C—BC'+A'D—Aiyzze^ , 

A'E—AE>+B>D~BD>=f x , B'E-BE'=g x , 

B'E-BE'+C'D—Ciy^hi , C'E-CE'ssi t , 

VE-DE'zzkt , 
on trouve 

(— tf^.A,+atf 1 / 1 l 1 ^23 i r I l l 4-^r,•^ I )^-',(--tf|*l'«^-*» , ',) 

47< On voit, par ce qui précède , que la formation de Y—o , 
n'exigera jamais que l'élimination de s entre deux équations du 
degré m— 2. Il est même possible d'abaisser d'un degré ces deux 
équations. 

Soit, en effet , la proposée 

qu'on a délivré de son deuxième terme. On formera sa réciproque 
en faisant *s — , laquelle aura le même nombre de racines ima- 
ginaire* : elle sera 
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sa dérivée sera 

-I 

Tour éliminer u entre U'—o et 1/ =y # on remarquera que J7 7 — o 
d>>nne j/=o , d'où ,y = * ! ainsi , y— i est un des facteurs de Y~o : 
par là U'=o est abaissée d'un degré, et l'élimination de u ne donnera 
plus, pour 1^ = 0, qu'une équation du cinquième di'gré , ou du 
degré m— 2; laquelle étant multipliée par le facteur y— 1 , sera 
l'équation cherchée en y. 

48. U est bon de remarquer que si X=o a des racines égales, 
on s'en apercevra en ce que un ou plusieurs termes de Y =0 
seront nuls , ce qui abaissera cette équation , et l'on déterminera , 
d'après la table du n.° 4* » le nombre des racines imaginaires qu'in- 
dique cette équation abaissée : ainsi , la circonstance des racines égales 
dans la proposée n'apporte aucun changement dans l'emploi de notre 
méthode ; tandis qu'elle est un grand obstacle dans celle de M. 
Cauchy , comme on le verra. 

Nous terminerons ce chapitre par deux applications numériques. 

Soit proposée 

on trouve que le dernier terme C de Y=o du n.° 44» relatif 
au quatrième degré , est positif; d'où l'on conclut, tout de suite, 
que la proposée a deux racines imaginaires : en effet , elle est le 
produit de 

(jH-2)(*+i)(«M-i)so . 
Soit encore proposé 

on a 

*'=oV-4*'4-6.*'=o i 
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Se! r»ôa Jeux racines iso , *»o , qui , tant mises Ans Jsy , 
Sonnent les deux facteurs y— t =0 , i =o : il reste donc à 
éliminer x entre X=y et 3** — 3*4-3=0 • cette élimination donne 

qui , étant multipliée par (y— i)' » devient 

( / -i)*(2 7r 1 +8.3 7 jr i - 9 56>r-7i3)=o ; 

c'est l'ëqaation cherchée Y=o. Sans qu'il soit besoin d'exécuter la 
multiplication , on voit qu'elle n'a qu'une permanence , et la table 
du n.* 4 ( ( case au 6. m * degré" ) fait connaître que la proposée 
» quatre racines imaginaires : en effet , elle est le produit de 
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. - • 

■ 

CHAPITRE VIL 

■ 

DISTINCTION DES RACINES RÉELLES EN POSITIVES 

ET NÉGATIVES. 

4q. Ce chapitre est presque aussi important que le chapitre VI , 
dont il est le complément. Après avoir déterminé le nombre dos 
racines imaginaires , par le chapitre VI , on connaît , par une simple 
soustraction , celui des racines réelles ; mais U reste à distinguer 
celles-ci en positives et négatives. 

Il faut d'abord remarquer qu'un facteur imaginaire du deuxième 
degré , étant toujours de l'une de ces deux formes 

sa multiplication , par un polynôme réel y , ne peut introduire , 
dans le polynôme résultant X , que deux permanences ou deux 
variations de plue que n'en contenait le polynôme y ; mais jamais 
une variation et une permanence. 

Ce lerome , combiné avec la règle de Descartes , suffit pour 
assigner le nombre des racines positives et celui des négatives , dans 
beaucoup de cas pour tous les degrés , et dans tous les cas pour 
les sept premiers degrés , hors un seul pour lequel le doute est 
fcvé par une règle très-simple , déduite d'un théorème ci-après. 

Après avoir exposé ce théorème , je donnerai les règles relative» 
aux sept premiers degrés, et , pour compléter la matière , j'exposerai 
«nsuitc une méthode générale , à laquelle on pourra recourir , dans- 



1 • 
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les cas douteux des degré» supérieurs , au septième , qui échappent 
à la première mélhode. 

Théorème nouveau sur les signes des racines réelles. 

5o. Lorsque dans une équation 

s m +ax m "+bx m -*+cx m '> + =o ; 

on connaît le nombre des racines imaginaires ; s'il arrive que par 
la règle de Descaries on ne pui-se discerner complètement le nombre 
des racines réelles positives et celui des négatives , en sorte qu'il en 
reste deux douteuses et de même signe ; alors on pourra affirmer 
que ces racines douteuses sont toutes deux positives, si la quantité 

(m - *— m$m— Qob+2m % c (F) 

est négative , et , au contraire , qu'elles sont toutes deux négatives 
si cette quantité (F) est positive. ' , ' 

Avant de démontrer ce théorème, il faut voir dans quels cas il 
trouve son application. On démontre facilement qu'une équation 
X=o , qui a tous ses termes , fournit un nombre a m de combi- 
naisons de ses signes , le premier demeurant positif : ainsi , par 
exemple , le deuxième degré fournit les quatre combinaisons 

x'+ax+&=o , xV-tfjr— £=o , x % +ox—b=o , x* — ax+b=0 . 

11 semblerait , d'après cela , qu'en formant une table des combî- 
, naisons de chaque degré , chaque équation proposée devrait y trouver 
sa place : la conclusion serait vraie sans la circonstance des racines 
imaginaires qui introduisent des cas douteux , a partir du qua- 
trième degré. 

Soit proposé, par exemple, 

S 
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««-f-* 1 — 5*»— 7*+:osq , 

et 

dans lesquelles on a reconnu , par le chapitre VI , deux racines 
imaginaires : ces deux équations ont chacune deux variations et deux 
permanences : on est assuré , par le lemme du n.° 49 et par le 
signe du terme conriu , que dans chacune les deux racines réelles 
sont de même signe : il s'agit de distinguer ce signe qui n'est pas 
le même pour toutes deux: en effet, la première vient de 

(,_,)(*— a)(*»+4*+5)=o , 
et la deuxième de 

Dans ces deux équations , l'origine des* est placé ( fig. 4 ) «n A sur 
quelque point de 1 axe O t A , qui laisse un sommet en dessous et deux 
en dessus, et deux intersections de la courbe du même côté ; mais, 
dans la première , la région des s positifs est à droite de A , et 
dans la seconde la région positive est a gauche ; ou Lien , dans le 
deuxième cas , la figure est renversée de droite à gauche ( fig. 4* )• 

Le théorème précédent lève le doute } car , pour la première 
équation , on a 

/?'=9fl î -3xfli-T-4oV=— 167 , 

et les deux racines sont positives (fig. 4 ) , tandis que , pour la 
deuxième équation , on a 

ce qui indique deux racines négatives ( fig. 4* ). 
5i. Démonstration du théorème. Soit la proposée 
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X=x*+ox*+bx t +cx+J=o , 

et M dérivée 

dans le cas ou X=o contient deux racines imaginaires , et où d 
est positif, la courbe X — yz deux sommets en dessus de l'axe, 
et un en dessous 4 c'est-à-dire que ( fig. 4 ) y maximum a trois 
valeurs y, , y, , y l% dont deux positives et une négative, auxquelles 
correspondent trois abscisses x t , x t , x t , qui sont les racines de 
X'=o : il est évident que la question consiste à savoir quel est le 
signe de la racine de X'=x> qui correspond à y maximum négatif 
ou qui rend X négatif ; car , il est clair que les deux racines 
réelles de «X=o sont de même signe que celles de A v =o qui est 
intermédiaire. 

Dans le n.° 44 , nous avons trouvé , entre les * et les y des 
sommets, la relation (a) que j'écris ainsi 

64r=»(9tf î — 3zaè+48c)x+ {6a*h-\6b*-4oc+64J)+ -(3*»- 83) ; 

S' 

4 

or , il est clair qu'en prenant * suffisamment grand , le signe du 
deuxième membre ne dépendra que de celui du premier terme , et 
qu'en prenant x , de signe contraire à celui de son coefficient 

9* J — 3243+48* » 

* 

y sera nécessairement négatif ; ce qui démontre le théorème pour 
le quatrième degré. 

La même démonstration s'étend à tous les degrés pairs ; mais, 
ai le degré est impair , par exemple , du cinquième , en opérant 
comme ci-dessus, on arrivera à l'équation (2) du n.° 45 , que j'écris ainsi 

■ 

0 
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Ici il faut distinguer deux cas : ai i&i»— 5 5*3+ 7 5* est négatif, 
on pourra toujours prendre x positif assez grand pour que le 
deuxième membre f et par conséquent y , soit négatif \ ce qei 
démontre le théorème pour ce cas : si , au contraire, t6a s — 55*&+75<? 
est positif, il faut , suivant le théorème , que * négatif rende encore 
le deuxième membre négatif, ce qu'il n'est pas aisé d'apercevoir; 
mais si , dans l'équation A" = o, on change 4-* en — x, a et c 
changeront de signe , ainsi que 

qui deviendra négative sans changer de grandeur absolue : ce second 
cas rentrera dans le précédent ; c'est-à-dire qu'on pourra prendre x 
positif assez grand pour que y soit négatif : donc , puisque les 
racines n'ont fait que changer de signe , on pouvait auparavant 
prendre x négatif assez grand pour que y fut négatif ; ce qui dé- 
montre encore le théorème pour ce cas (*). 

On sent qu'on peut appliquer à tous les degrés impairs ce qu'on 
a dit du cinquième. Je ne m'arrête pas à démontrer l'expression 
générale de la quantité {f) du théorème , parce qu'il n'y a aucune 
difficulté à la déduire de l'équation 

+ =y , 

et de sa dérivée 

mx m - % -\-(m— !>*"-■+ =o , 

en opérant comme nous avons fait pour les quatrième et cinquième degrés. 
Cette valeur de (F) est , pour les degrés 4 » 5 , 6 , 7 , 8 , 

F,=36a*— uyab+i+jc ; F 8 =49oî— i6oab+i$2C . 



(*) On peut objecter , à cette démonstration , que le signe de *» ne change 
pas , toit qu'on prenne * en -f- ou en — ; nuit , fi on multiplie U proposée 
par x , elle deviendra de degré pair , et l'on pourra lui appliquer la formule 
du sixième degré : l'expérience prouve , en effet, que les deux formules réussissent 
également. ' '* 



■ 
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5a. Nous avons déjà tu ( n.° 5o ) comment la combinaison do 
notre théorème avec celui de Descartes faisait d'stinguer le bigne 
des racines réelles , quand on connaît le nombre des imaginaires : 
il ne sera pas inutile d'appliquer la méthode à une équation d'un 
degré plus élevé : je prends , pour deuxième exemple , 

dans laquelle on a reconnu ( chap. VI ) deux imaginaires : comme 
elle a deux variations et cinq permanences, j'en conclus qu'elle a 
nécessairement trois racines réelles négatives , et , de plus , deux 
racines réelles douteuses , parce que le facteur imaginaire du 
deuxième degré a pu introduire ou deux variations ou deux per- 
manences; mais ce doute est levé par le signe négatif de F f qui 
vaut ici «-664 * et qui indique deux racines de signe contraire , 
c'est-à-dire , positives: donc , la proposée a deux racines imaginaires , 
trois réelles négatives , et deux réelles positives. 

O'après ce qui précède , il est aisé de comprendre la formation et l'usage 
du tableau suivant, dans lequel, pour abréger , les lettres i, *» , p> 
n, d remplacent les roots, racines imaginaires, variations, racines 
réelles positives , racines réelles négatives , racines réelles douteuses. 

a.*" Degré. Si la proposée n'a pas d'imaginaires , elle aura autant 
de p que de v. 

3.°" Degré. S'il n'y a point d'imaginaires, il y aura autant de p que de p. 

S il y a deux imaginaires, la racine réelle sera de signe con- 
traire a celui du terme constant 

Dans les tables qui suivent , le signe des deux racines douteuses 
marquées par la lettre d est toujours contraire a celui de F 4 , F t , 
F t , F f , F t , respectivement pour les degrés 4.5,6,7,8. 

On n'a pas compris , dans ces tables , le cas où toutes les racines 
sont réelles , parce qu'alors on a autant de positives que de variations 
et de négatives que de permanences, ni celui où l'on a is=m— i , 
parce que , dans ce cas , la racine réelle unique est de signe con- 
traire à celui du terme constant. 
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On remarquer» qu'on ea* échappe à la méthode expesée ; c'est 
celui où la proposée étant du huitième degré , et ayant quatre ra- 
cines imaginaires , a quatre variations et quatre permanences : alors 
les quatre imaginaires peuvent être prises de trois façons , savoir . 
toutes quatre sur les Variations , toutes quatre sur les permanences, 
ou deux sur les variations et deox sur les permanences. La for* 
mule F t ne peut lever que le doute qui résulte de deux combi- 
naisons et non de trois. U faut recourir ici à d'autres moyens qu'on 
verra plus bas. 

On pourrait continuer ces tables pour des degrés plus élevés , 
et 1a règle s'appliquerait de même à tous les cas où le doute n'a 
lieu qu'entre deux combinaisons ; mais le nombre des cas douteux 
& triple , à quadruple, etc. , combinaisons , va toujours en croissant : 
e'est pourquoi nous exposerons , plus bas , une autre méthode 
générale applicable a tous les cas sans exception , mars bien moins simple* 
53. Tout ce que nous avons dit sur la première méthode ci-dessus , 
suppose que la proposée est complète ou a tous ses termes : s'il 
en manquait un ou plusieurs , en ne pourrait plus employer le 
nombre de ses variations. Dans ce cas , il suffirait de la multiplier 
par un facteur connu du premier degré, du deuxième degré...., 
et , en général , du degré suffisant , pour que le produit fût une 
équation complète ; alors , après avoir assigné le nombre de chaque 
espèce de racines , on en retrancherait celles du facteur qui a été 
introduit : ainsi , ce cas rentre dans la méthode. 

54' Deuxième méthode plus générale. Le but qu'on se propose 
dans le problème .qui nous occupe , c'est de connaître les sigues 

des racines x l , x t de X'— o , correspondantes aux ordonnées 

y, , y t des sommets de la courbe parabolique : pour cela, 

il suffit de former une équation auxiliaire dont les racines soient 

les produits jry , ou les quotiens — : U est évident que les signes 

des racines de cette auxiliaire auront une correspondance intime et 
nécessaire avec ceux des s et des y , et que connaissant la position ou 
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le signe de y, ainsi que le signe de l'inconnue auxiliaire par le moyen des 
signes de l'équation auxiliaire, on connaîtra aussi le signe cherché de*. 

Je pose donc xy—i ou xX—z, et j'élimine at entre xXszzet 
X'—o première dérivée de X—0\ il vient une équation en x que 
je représente par Z~o, et qu'on peut appeler équation des signes 
des racines réelles : elle caractérise les racines positives et négatives, 
comme l'équation Y=o du chapitre VI caiactérise les racines ima- 
ginaires : elles sont toutes deux du degré m — i , et leur ensemble 
complète la solution du problème goneral de la distinction des 
diverses espèces de racines. 

La formation de l'auxiliaire Z=o n'est pas plus difficile que 
celle de Y—o : le même mode d'élimination convient à toutes 
deux ; c'est pourquoi nous ne donnerons d'exemples que pour le 
quatrième degré. La première méthode que nous avons exposée 
dans ce «hapitre est si simple , qu'il suffit presque de la seule 
inspection de la proposée pour assigner le nombre de ses racines 
réelles positives et négatives dans les huit premiers degrés : on ne 
devra donc recourir à l'équation Z=o , que dans les degrés supé- 
rieurs au huitième , et seulement dans les cas où le doute reposant 
sur plus de deux combinaisons , la première méthode est insuffisante. 

Si X=o n'avait pas tous ses termes , on se conduirait comme 
au n.° 53. f 
55. Application au aualrième degré. Soit 

X^=x^ax i -^bx'-k-cx-^-d=o ; 

on a 

Eliminant s entre xX^z et X'=o , on trouve, pour Z=o, la 
suivante : 

. i Sa V— a "ja*bd+2 1 a l b*c+ 1 Sa ^cd+Wbc*— 4o*b * 
•\-\44a % b x d—§2ab ) c—2.-]2ahcd — i iGac J -f-i aob'c M-286W 
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—3 7 <;♦)=<> . (Z) 

Voyons maintenant comment H faut faire nsage de cette éqna- 
tion Z=o. Dans le cas douteux du quatrième degré , X=o a 
deux variations, et X'=o en a une ou deux: l'origine des x peut 
avoir les quatre positions A , A' » A" , A'" ( fig. 4 et 4* ) ; 
dans la (fig. 4)» le» deux racines de X=o sont positives ; elles- 
sont négatives dans la ( fig. 4* ) I e » signes des coordonnées x , y 
des sommet» S\ , S % , «S, sont donnés par leur position, et portent i 
les mêmes indices : ceux des z sont donnés par la relation z=xy • 
c'est-à-dire , que z est positif quand x et y sont de même signe , 
et négatif quand x et y sont de signes di/Xérens. Les variation» 
de Z=o résultent des signes de x () z, ; cela posé on a 

En ^ , +*»+r» , » ~ *i+T' î +*« , — r, , ;Z a 1 variation. 

En A f , 1— y i , -'Xt+T» » — i — *i > — ** » » 2 * © variation»* 
En -rf» .-f*,-^, , — y, ; +x, ,+*, >Za 3 variation». 

En , "4-x |-t^"i 1 — **a"H r * > "—*\—y\ » +* 1 y —** » +*t ;Zat variation*» 

Or , les positions A , A' de l'origine sont relatives à deux racines 
positives dans A'=o , et les positions A" , A"' se rapportent à 
deux négatives : de là résulte cette règle pour les racines dou- 
teuses du quatrième degré. 

Les deux racines de X=o sont positives si Z—o n'a point 01» 
n'a qu'une variation , et négatives si Z a deux ou trois variations. 
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En raisonnant pour les autres degrés comme nous avons fait peur 
le quatrième, et, s'aidant des courbes paraboliques, il serait facile 
de construire une table qui indiquerait le signe des racines dou- 
teuses de la proposée , correspondant aux variations de l'auxiliaire 
Z=o pour chaque degré. Ainsi , pour le cas de quatre racines 
douteuses , qui a lieu dans le huitième degré , lorsque X a quatre 
variations , on trouve que ces racines sont toutes quatre positives , 
si Z a une ou deux variations ; toutes quatre négatives , si Z a cinq 
ou six variations ; deux positives et deux négatives , si Z a trois 
ou quatre variations. 

56. Observations sur les méthodes de MM. Lagrange et Cauchy. 
Le problème de la distinction des diverses espèces de racines , a 
exercé la sagacité de tous les géomètres. M* de Gua est le premier 
qui ait jeté du jour sur cette matière. Le célèbre Lagrange a 
donné ensuite les caractères de la réalité des racines , en faisant voir 
que l'équation aux quartés des différences des racines , n'a que des 
variations de signe, quand la proposée a toutes ses racines réelles* 

Cependant , on est obligé de convenir que cette méthode devient 
impraticable , quand la proposé» est d'un degré un peu élevé , parce 

que l'auxiliaire aux quarrés- de* différences étant du degré m. ; 

devient impossible à former. L'illustre auteur qui ne s'est pas dissi- 
mulé cet inconvénient , a proposé une autre méthode dans sa 
Résolution des équation» numériques, note y m , pag. 177: celle-ci 
est préférable en ce qu'elle n'emploie que des équations d'un degré 
inférieur à celui de la proposée : néanmoins , elle devient bientôt 
impraticable , parce qu'elle exige un nombre m— 1 d'auxiliaires : ello 
a d'ailleurs un grand défaut qui lui est commun avec la première , 
celui do faire monter le nombre des conditions de réalité & 



— — i tandis que nous avons vu que le nombre indispensable 

n'est que (m— 1). 
Enfin , M. Caucky ( Journal de t école polytechnique , 
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cahier ) a repris la deuxième méthode de Lagrange en ajoutant 
à la recherche des imaginaires, celle du signe des racines réelles. 

Ce géomètre emploie , comme moi , deux auxiliaires Z~o y Y=o f 
la première pour déterminer la différence eatre le nombre des 
racines réelles positivss , et celui des négatives de la proposée , la 
deuxième pour déterminer le nombre des racines réelles ; mais , la 
première résulte de l'élimination décentre Jf'so et z-\"xXX"~o , 
et la deuxième de l'élimination de X'=o et y-\- XX"~o ; on voit 
que ces deux équations z-\-xXX"~o et y+AA 7/ =o diffèrent des 
miennes z=xcX , y=X par le facteur X" qu'elles contiennent de 
plus que les miennes : aussi , les auxiliaires Z-=o , Y=o de M. 
Cauchy n'ont point la même signification que les miennes : nos 
deux méthodes ne se ressemblent qu'en apparence , mais diffèrent 
entièrement : ce sont deux routes qui , partant de deux points voisins , 
doivent arriver au même but par des circuits différens. M. Cauchy 
est obligé d'employer un nombre m-—i d'auxiliaires formées comme 
la première ; tandis qu'il ne m'en faut qu'une : ses auxiliaires exigent 
une élimination plus longue que la mienne , à cause du facteur 
X" qu'il emploie. Il cherche d'abord à distinguer le signe des 
racines réelles , puis il passe aux imaginaires : j'ai commencé , au 
contraire , par le deuxième problème qui résout presque entièrement 
le premier , tandis que l'inverse n'a pas lieu. 

Il y a encore une autre différence très-importante entre les deux 
méthodes ; celle dé M. Cauchy suppose qu'aucune des m — i auxi- 
liaires successives n'ait de racines égales entre elles ou a zéro. Four 
lever cet obstacle qui n'existe pas dans ma méthode , U emploie 
divers expédiens qui prouvent la sagacité de l'auteur ; mais qui 
diminue bien peu le vice de sa méthode : c'est dans l'ouvrage même 
qu'il faut l'apprécier : il n'a fallu rien moins que nonante-une pages 
in-4.° pour la développer. On doit sans doute des éloges a: l'auteur ; 
mais» elle est si laborieuse et si difficile, qu'on sera rarement tenté 
de la mettre en pratique. 

Je ne sais si je me fais illusion, mais je pense que ma méthode 
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est asse* simple et facile pour devenir usuelle et entrer dans lea 
livres élémentaires: mon équation fondamentale Y—o est si simple v 
et se présentait si naturellement , que je ne conçois pas comment 
MM. Lagrange et Cauehy ont pu passer a côté sans l'apercevoir. 
Un problème difficile est une espèce de labyrinthe : plusieurs routes 
se présentent pour en sortir : les unes sont fausses , les autres 
inextricables : la véritable est cachée ; ce n'est pas toujours le plus 
habile qui la découvre; c'est souvent le plus heureux. 
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CHAPITRE VI1X 

MÉTHODE NOUVELLE POUR QUARRER LES COURBES. 



Observations préliminaires^ 

57. Le problème de la quadrature des courbes , ou autrement de 
l'intégration des différentielles d'une seule variable , est d'une grande 
importance , puisque la plupart des questions aboutissent a une 
in tégration. 

Les géomètres ont proposé diverses méthodes d'intégrer , par 
approximation , les formules qui ne peuvent l'être ni algébriquement , 
ni par les arcs de cercle et les logarithmes : le moyen offert par 
les séries est souvent illusoire et trompeur , parce qu'elles ne sont 
pas toujours convergentes. 

Un autre moyen connu consistait à substituer à la courbe a 
quarrer , une autre courbe du genre parabolique qu'on sait quarrer, 
et qu'on faisait coïncider a l'aide de coefRcicns indéterminés ; ainsi , 
pour intégrer fyàx , on posait 

y=a+bx+cx* 

et l'on avait 

fyàx=*fàx(a+bx+cx* -)=ax+ \ bx % + \ cx*+ .. . 

fin déterminait a , b , c , par la condition que la parabole passât 
par 3 ou n points donnés de la courbe proposée dont les ordonnées 
étaient équidistantes : enfin , on déterminait la constante ajoutée à 



l'intégrale , de manièae a la faire correspondre aux deux limites 
Assignées» 

Ce procédé devenait long et impraticable quand les coefBcicns 
a , b , c étaient en nombre un peu grand { Voy. note i ) : M. 
Kramp ( Annales de mathématiques , tom. 6 , pag. 37 2 ) , remar- 
quant que ces cop/ficiens numériques a , 3, c , demeurent 

invariables quand leur nombre est le même , les a calculés pour 
tous les cas depuis deux ordonnées jusqu'à treize, et il en déduit 
douze formules précieuses : leur usage est très-simple : la substitution 
des ordonnées connues donne tout de suite Taire cherchée JXAx , 
plus brièvement et plus exactement que- par les méthodes connues 
des séries. 

M. Kramp s'est arrêté à la formule relative à treize ordonnées : 
« J'aurais désiré , dit-il t de pouvoir continuer cette table jusqu'au 
» diviseur 24 ; mais l'immensité du travail m'a effrayé. 11 doit 
» sans doute , y avoir quelque méthode beaucoup plus abrégée que, 
» celle que nous avons suivie ; mais jusqu'ici 9 au moins , je l'ai 
» cherchée vainement ». 

J'ai cherché celte méthode , et j'ai eu le bonheur de la trouver : 
elle n'a rien de commun avec celle de M. Kramp ; elle est simple , et 
elle m'a fait trouver la formule relative à Vingt-cinq ordonnées : j'ai 
rectifié en même temps quelques erreurs échappées k M. Kramp, 

"Exposé de ma méthode, 

58. Le problème qui nous occupe peut être énoncé ainsi : 
Connaissant les deux ordonnées extrêmes d'un are de courbe , et 
plusieurs ordonnées intermédiaires équidistantes , exprimer en Jonc- 
tion de ces ordonnées , taire mixtiligne comprise entre les deux 
ordonnées extrêmes , la courbe et F axe des x. 

La solution de ce problème fournira aussi celle de l'intégration 
des fonctions d'une seule variable , puisque , intégrer Xdx , c'est 
quaxrer la courbe qui a pour équation y=X. 
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Soient r , ; r, , y. 

• ••••••• Y m 

les ordonnées connut* de la courbe 
ys»X qu'il s'agit de quarrer entre les limites y 0 et y n . Soit S 
l'aire cherchée —fXùx ,* et supposons le nombre des ordonnées con- 
nues = 7. Ce que nous dirons de ce nombre 7 s'appliquera a 
tout autre. 

i.° Je remarque que , quelle que soit la valeur de chacun des 
coeJficicns de la formule que nous cherchons » ses ordonnées égale- 
ment éloignées des extrêmes , doivent y jouer le même rôle , parce 
que la première peut être prise pour la dernière , et vice versé : 
ainsi, par exemple, y % et y 4 doivent avoir le même coefficient: 
cette observation réduit de moitié le nombre des coefEciens à trouver ». 
et fait voir que la formule doit être de celle Corme 

5=^; ro ^s>+2?( :r< 4-r,)+^(r.+r*)+^r. • 00 

2. 0 Les coefRciens indéterminés A , B , C , D doivent être tel* 
que, quand la courbe proposée y s^X est quarrable , la formule (F) 
donne , pour l'aire S , une valeur numérique connue et exacte : 
ainai , il est nécessaire et suffisant que ce» coefficievs satisfassent k 
quatre observations qu'on pourra choisir parmi les plus simples > 
pourvu qu'elles soient distinctes et qu'elles ne se comportent pas 
1 une l'autre. ( Note 5. ) 

3. ° Supposons , pour première observation , que la courbe a quarrer 
est une ligne droite ,. parallèle à l'axe des s , dont elle est éloignée 
de la quantité i , et que l'intervalle des ordonnées extrêmes est 6. 
L'espace à quarrer sera un reetangle ABCD ( fig. i5 ) : on aura 

aire ABCD—S3=6, et la formule (F) deviendra 

4. * Je supposerai , pour deuxième observation , que la courbe à 
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quarrer est une parabole du deuxième degré 1 , qui touche, par son 
sommet , l'axe AB des s en son milieu O , et qui passe par les 
angles CD du rectangle ci- dessus ABCD. 

L'équation de cette parabole , en prenant l'origine au point O ; 
** 

sera *■= — : en y faisant 

«=o > x=i y at=a | x=3 | * — — i t x — » acr=— 3 r 
on aura 

ro=» » y«=it y.==r$=s ; r.==>v=5» j»»} 5== ^ c, ~r ==a * 

£ parce que S-CAOBD-^ffàx—^f 3 ^- ^~= 2 ) : 1* for ~ 
mule (/) devient, par la substitution de ces valeur*,. 

2 = 2A+iB+';C p 

9^+45+^=9 . (a) 

5.* Je prends , pour troisième courbe d'expérience , la parabole 
y= — passant par les points O , C , 0 , comme la précédente : 
ses sept ordonnées «ont 

iS t 

son aire est 

S— ~.AB . AC=^\ ; 
substituant ce» valeurs dans (F) , on a 

- 

€.° Enfin , je prends , pour quatrième courbe d'observation , la 

parabole 
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parabole y = — , placée dans le rectangle ABCD , comme les pré-, 
cédentes : ses ordonnées sont 

64 x 

son aire est 

S= j . ,AC — 7 ; 
la substitution de ces râleurs dans (F) , la change en celle-ci 

3' 

9».yH-64.«B+C= — . (4) 

7/ Eliminant ^ , B , t? entre les Irois équations (a) , (3), (4) t 
on trouve trc*-simplcment 

J •* J3 ••• /*> *f 

— ?4» > • D— • «4» » ° ■•• J 

ces valeurs mises dans (1) r on en tire D— \ : il ne reste plus qu'a 
substituer ces valeurs de si t B . C, D dans (F), après les avoia 
divisées par 6 , afin de faire l'intervalle des ordonnées extrêmes- 
égal a l'unité , et il vient finalement pour la formule cherchée 

S9. On procédera de la même manière pour trouver les formule» 
correspondantes à un nombre quelconque pair ou impair d'ordonnées. 
( Voy. note 3. ) 

Tout autre système de courbe d'expérience fournirait des f< r- 
, quelquefois différentes, qui exigeraient une élimination plus 
difficile , et qui , en général , seraient moins exactes. ( Voy. note.*».) 

If serait , sans doute , superflu de rapporter ici tous les calrulr 
qui ont servi à former le tableau ci-après , dans lequel j'ai rassemblé' 
toutes les formules qui peuvent être nécessaires dans* fa pratique : 
cepeudant , comme celle relative a vingt-cinq; ordonnées , ou - au» 

M 
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diviseur 24 , est la plus 'importante , et en même lemps la plus 
longue à trouver , je croîs devoir rapporter les bases du calcul , 
afin qu'on puisse , au besoin , vérifier la formule dont je garantis au 
reste l'exactitude , après l'avoir éprouvée sur plusieurs exemples. 
On voit d'abord que la formule doit être de cette forme 

S=A(y.+y tA )+B(y,+y ti )+C(y>+y„) +Ny tt . {F„) 

Il faut treize expériences pour déterminer le* treize coeiEciens 

A, B , C N ; la première est toujours la droite CD ou 

parabole y=jr°. 

11 faut imaginer ensuite les douze paraboles 

X* X* X* «»* . 

touchant toutes le milieu O de la base AB , et passant par les 
points C et D. 

On calculera , dans chaque parabole , les vingt-quatre ordonne'es 
égales deux à deux. Les douze aires ou valeurs de S seront , en 
faisant l'intervalle AB—-x^ % 

T > T » T > T > T7 » TT » TTi 71 t 7» » Ï7> 7T» Ti » 

ce qui se démontre facilement par le calcul intégral. 

Ayant substitué, dans (f I4 ), les valeurs y„ , y, ...... y, 4 , S , 

on aura les treize équations suivantes» dont la symétrie est remarquable, 

a.<+aB^C+aD+aE4<»F+îG+2//+aI-faA:+aL-f. a fll+N=a4 (i) 

ia»./*+i l^B+lo^C T -9».^H«»JE^-7».F+6».G^.5».H+4^^+3^X+a».L-f Jtf= ~ (a) 



iaH.yf+, ï ,*.c+ J o»*.C4^ ï *.D- r ^ , *~E+7 1 *.F+6 1 *.G+5 i *.H+4'i.I+3»4Jï 
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On éUmîoera M en retranchant (a) de (3), (3) de (4), (4) 

de (5) ; il viendra onze équations desquelles on éliminera L, 

en combinant toujours les deux équations voisines ( Voy. note 2 ) : 

on continuera ainsi à éliminer AT , 1 , H , G etc. On arrivera 

à la valeur de A et , en remontant , on aura B , 6" , D , E , etc. , 
et enfin N par l'équation (i). Il faudra ensuite diviser chaque coeffi- 
cient par 34 1 afin <l" e l'intervalle des ordonnées extrêmes que nous 
avons fait =24 devienne =1. 

60. Dans le tableau suivant , l'indice qui accompagne la lettre 
(F) indique le d'viseur qui serl de base à la formule: ainsi, (Fi) 
signifie que l'inUrvalIc des ordonnées extrêmes y 0 , y t a été partagé 
en six parties égal, s , ou qu'il y a sept ordonnées. La lettre 3 
riproenlc toujours /Xk\x , c'estrà-dire , l'aire cherchée. 

Recueil de formules, 

<F r ) 8S==r 0 +r,+3(.r,+r,> ; 

(F,) a885=i 9 (^ e -hr ,)+75Cr.+r4)+5o(yi+> i> i 

(F 8 ) 2&5oS=tf$(yo+? t )+Smiy ,-b»-9a8(y ,-fcr«) +10496(7 , 4? , y-Mof*. 
(F, o) 59875 a S==i6o6 7 C ro -f-r..)+io63«o( yi -f :r ,)--485a5(/ 

+a7»4oo(,y ,-fy f )— a6o55o(r 4 -hy«)4-4a7368r 1 • 
(F, ,) 63o63ooo5==i36;65i^4^,,)+99«3i68^,4 :r ,0-7587864(y,+y ll ,) 

^57^5!»^ ,4^0^*49 ,a 95(r4+/^+87 5 >^88(y ^4y,)-^797 » 3t irs« 
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(F, 4 ) 3693o8773596a6a5oo©5as35aoo96g7 35190093(^4,-^, 4 ) 

+379*70388*61611008(^,47, ,)— io43;44955653aogi5a(y»+yi *) 
+5985^59999368555008(^,4^, , )- a 3348698o487 7 3i5 7 o3aC y4 + y , e ) 
+781 449 a 98 1 5oo4656 1 a8(y , 4^i»)— 1 5° i6aai369o57a5ao32(/t47 1 i ) 

+499068087387. 86884608^, +fi 7 )-<>8i n43ao«3oa8i46565 7 (y«4^.0 
+i649X4aia66ia 7 3iaa4ia8(/ f 4-jr, J )-a38oa5aia8837o5 7 96oi9a( i y,«4 : y l 4 ) 

4-a96a867a9oa68854786o48(/„47, ,)— 3186001615464675100913^, , . 

Les cinq premières formules sont presque sans utilité* dans la 
pratique , parce qu'elles donnent une approximation trop bornée : 
la sixième servira dans les cas les plus ordinaires , ainsi que la hui- 
tième : la dixième et la douzième devront Être employées dans les 
cas où l'on veut avoir à peu près dix chiffres exacts ; la vingt- 
quatrième sera employée dans les cas très-rares où Ton veut pousser 
l'exactitude jusqu'à seize ou dix-huit chiffres. 

Dans des cas extraordinaires , où l'on aurait besoin d'une approxi- 
mation encore plus grande , on pourrait calculer une formule pour 
quarante-neuf ordonnées : il ne faudrait , pour cela , que du temps 
et de la patience : on peut aussi remplir , quoique moins parfai- 
tement , le même but , en partageant l'intervalle des ordonnées ex- 
trêmes en un certain nombre de parties égales dont chacune est 
ensuite subdivisée en vingt-quatre, et l'on applique à chaque groupa 
de vingt-quatre divisions , la formule (■r 7 , 4 ) ; en voici un exemple. 

Je suppose l'intervalle total partagé en eent vingt parties par 
cent vingt-une ordonnées. Je représente , pour abréger , par p , a , 

b, c, d, n les nombres de la formule (F XA ) , et l'on obtient 

tout de suite la suivante : 
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+%.+r. i+r. f +r4r-hr4»+rr i+r? i+y» «+y»+r..») 
— <ra-Hr« *+r » «+r 4 «+r » o+y ? o+r, 4-hr* 4-hr 9 «+/«.•) 

— <r4+r»o+r« «+r44+r 1 »+r< i+rr «+r 9 ,+r, 0 .+r..O 
+/(ri4^, 9 +r. 9+^ i+r n+jôr+rr «+jr...+r.. ,) 

+%r+r. 7-hr , ,+y« ,+r , ,+y« , 4-yr»+r«»4-r.o,+r„ ,) 
— '<r«H-y f6 +y,,+y 4 o+/; tf +/ 4 ^ 

-*-*(y»-hy. f +r » i+ri p-bs r+y« ,-t-yt i+yif+y..i-4r««.) 
— '(y . o+y . 4+y * 4 +r » « +y 5 • +y * »+r « .+y « « +r .o»+y . ,.) 
+«(y..+r . »+y 1 »-r-r» ,+y , 9 +yei+y« i+r..r+y.o,) 
— <y«»+ri«+y«»+y8 4+r«o8) • 

Dans l'emploi de toutes ces formules , il faut remarquer que si l'inter- 
valle des ordonnées extrêmes , qu'on a pris pour unité', était cp général 
c , il faudrait multiplier par c la valeur de S , donnée par la formule. 

61. Il est une autre remarque importante : si la courbe à 
quarrer renferme un point d'inflexion , ou quelqu'autre point 
singulier , entre les limites de l'intégrale cherchée , il faut 
évaluer séparément les deux portions d'aires qui sont de part et 
d'autre du point singulier , sans quoi l'exactitude du résultat serait 
sensiblement altérée. ( Voy. note 4 ) On verra ci-après comment 
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M. Kramp \ pou,r n'aToïr pas fait cette attention , a été conduit \ 
de fauises conséquences , et a cru apercevoir un paradoxe qui 
n'existe pas. 

Application des formules» 

6a. 11 me reste une dernière lâ«he à remplir : il faut soumettre 

nos formules à l'expérience qui est la vraie pierre de touche de 

toutes les théories. 

Je prends , pour première application , la recherche du logarithme 

dx 

hyperbolique de deux : il «'agit, pour cela, d'intégrer—, ou de 

quarrer l'hyperbole y— — , depui* x— i jusqu'à ar=a. 

x 

x 

Pour appliquer la formule (f 24 ) , il faut faire dans f= — ; 
successivement 

et l'équation donne 

- 

Il ne s'agit que de substituer ers valeurs de y y*» dans 

la formule (F X4 ) : on opère d'une manière analogue pour les autres 
formules. Le tableau Nuiv.nt présente les résultats obtenus pour S 
ou l,og.a , par nos formules (F t ) , (F 9 ) , (F t0 ) , (F lt ), (/ â# ) , 
et par la douzième de M. Kramp, 



■ 



■ 
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Lpg.â d'après BérarJ. Log.2 d'après Kramp. 

(F t ) 0,693148063a 
(F t ) 0,6931472145 
(F, 0 ) 0,69314718*0 

(•^1*) 0,6931471806361 0,6931471807361 
(^"«4) 0,693147180559945310 . 

La vraie valeur est Log.2=o,693i47i8o5599453o9 . 

11 suit de ce tableau que le résultat de ma formule (F t x ) est trop 
fort de 0,0000000000662 et celui de M. Kramp de 0,0000000001 663 : 
l'erreur de M. Kramp est donc presque triple de la mienne : aussi , 
sa douzième formule est-elle différente de la mienne. ( Voy. note 6. ) 

Le même tableau fait encore voir que le résultat de ma formula 
(F x4 ) n'est en défaut que d'une unité sur le dix-huitième chiffre, 
approximation qu'aucune autre méthode ne saurait donner aussi 
simplement , et qui excède de beaucoup les besoins ordinaires. 

J'ai pris , pour deuxième application , la détermination de la 

longueur de l'arc de 45° ou de y : x étant la tangente de l'arc , U 
dx ' 



s'agit d'intégrer — — depuis x=o jusqu'à *=i , c'est-à-dire, de 
1 

quarrer , entre les mêmes limites , la courbe y= — ^- , en faisant 
successivement 

• I 

x = o , x— îï t x~ n 1 * = 7i t 

on trouve 
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y 0 — 1 t Ji— »»» » 7*— • «» » 7| — «t » 74 ~it » 

— - 

7i — ••■ » 7* •» » J 7 — «m ' J ■ — »• ' 7t »ï • 
7io— ,ét » 7»»— «♦» » / i • — 7 » j 1 1 — ?«î • 7i4~ 7#r > 
7» * ~ •» ' 7 •* ~ «i » ' • 1 ~ ' 7» • ~ » 7 «I ~ »»t » 
Jxo- éi » X * • ~ »•• • J »» ~ »•» • /»>- in - Ji«-» • 
Ces valeurs mises dans ma formule (F i4 ) , on trouve 

*=3, 1 4« 592G53589790 , 

• • 

valeur qui n'est en défaut qu'au seizième 1 hî/Trc , tandis que M. 
Kiampri* pu en trouver que douai- dVx.iets , par une combinaison 
laborieuse de plusieurs de ses formules. 

. D«ns ce deuxième exemple , nous n'avons trouvé que quinze 
cbifTies exaris , tandis que dans fte premier nous en avions eu 
dix-sept et presque dix-buit. La raison de cette différence tient a 

ce que ici la courbe à quarrer y= a une inflexion au point 

dont les coordonnées sont x— - , y— \ ■ ceMe circonstance donne 

V «JJ 

lieu a une anomalie qui altère le résultat: il aurait fallu ne quarrer 
la courbe que depuis x—o jusqu'à x= — « : en multipliant le 
résultat de la formule par ^-r^ nul 1/3 j , on aurait eu la longueur de - ; 

mais , nous n'avions ici pour objet q-m de comparer notre formule 
(F, 4 ) avec le résultat de !V\ Krarnp. Four appro< her davantage 
la valeur de il faudrait prendie pour x la tangente d'un très- 
petit arc sous— multiple de 3o* , et appliquer la formule (/ , ', 4 ). 
( Voy. note 4. ) 

Ce 
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Ce géomètre ,' pour n'avoir pas fait attention an point d'inflexion , 
a été conduit à des conséquences fausses : en effet , sa formule 
n.° 8 lui a donné plus d'exactitude que celles des n.* 8 t) et io, ce 
qui présentait un vrai paradoxe ; mais il faut remarquer que pour 
la formule n. # 8 , il a pu s'opérer entre les aires des deux branches 
de la courbe , une compensation d'erreur qui a pu être plus, favorable 
que pour les n. 0ï 9 , 10, 11. ( Voy. note 4.) 

63. Je crois pouvoir conclure de tous les essais que j'ai faits ; 
qu'au moyen de nos formules^,) , (F g ), (F, 0 ) t (F t (F 14 ) , (F tt0 ), 




On peut , pour les diverses applications , consulter les mémoires 
cites dont les formules s'appliquent à la manière des nôtres. 

Les géomètres sentiront que cette manière de déterminer les eoc/ïï- 
ciens d'une formule par des expériences faites sur des cas connus, 
dispense l'analiste d'une foule de raisonnemens dont l'algèbre fait 
tous les frais. L'esprit de cette méthode peut avoir bien d'aulre» 
applications utiles. 



Notes sur le présent chapitre. 

64. Nolt il*. Je vais chercher la formule (F,) par la procédé indiqué (n. 0 57) ; 
«n connaît les trois ordonnées y 0 , y, , y* en faisant successivement 



en » les trois équations 

, pai élimination , on tir» 
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Mettant ces râleurs de a, c dans 

7/dx==«*+f ix'-f-ff* 5 » 

<'est-à-dir« , dans 

f f dx=c+ib+' T c , 
( en prenant l'intégrale depuis x=o jusqu'à x=i ) , on trouve 

précisément comme porte le tableau du n.° 60. 

Les autres formules de ce tableau se trouveraient par le métne procédé ; 
mais ie travail devient bientôt impraticable. 

Note a. M. Kromp ( Anna] t s àe mathématiques , tom. 7, pag. a4l ) a fait 
plusieurs objections contre ma méthode exposée , tom. 7 , pag. 101 du même 
recueil : je vais y répondre , en évitant , autant que je pourrai , le ton aigre 
de ce géomètre. 

II dit c pag. 344 > « IVoprfratîon connue Jcs < ouf tractions réitérées ne suffira 
» pas pour diminuer chaque fois d'une unité' le nombre des inconnues , ce 
v qui rendra la résolution complète des treize équations beaucoup plus laborieuse 
» qu'on ne pense * : c'est là une erreur palpable : en disant qu'il lallail combiner 
les deux équations voisines , je n'avais pas cru nécessaire d'ajouter qu'il fallait 
préalablement multiplier l'une d'elles par le nombre convenable , avant de faire 
la soustraction : avec cette explication , un coup-d'œil sur les équations à éli- 
miner suffit pour apercevoir que chaque opération fait disparaître une inconnue. 

Noie 3. M. Kramp , pag. 145 , dit que ma méthode n'est pas applicable aux 
diviseurs impairs : c'est encore là une erreur manifeste , et ma méthoJe n'exige 
aucune modification pour le cas dont il s'agit. 

Qu'il s'agisse, en efTet , de trouver (F,) : en faisant ( Kg. i5 ) AC—i et 
AB—io ( pour simplifier le calcul ) , et prenant , pour courbe d'expérience , 

les trois équations 
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desquelles on conclut t sans difficulté , la formule (F { t après avoir divisé A r 
B , C par io. 

No/e 4- En appliquant ces douze formules à la détermination de n , M* 
Kramp a formé un tableau oii l'on observe, i.° que les erreurs sont tantôt 
positive» y tantôt négatives ; a.° que la formule du 8 est plus ciactc que 
les suivantes, o,.*»*" , io. m « , ti, mt . Cctle singularité avait été remarquée par M. 
Kramp ( tora. 6, pag. 879 ) ,• mais , j'ai ose" en rechercher la cause : je l'ai 
expliquée par un point d'inflexion dans la courbe à q narrer , circonstance qui 
avait échappé à M. Kramp. Ce géomètre ne veut point de mon explication , 
et s'indigne presque de ma témérité : il explique le paradoxe par un raisonne- 
ment qui me parait tout -a-fait étranger à la question. 

On a déjà vu que ce paradoxe n'a point lieu pour Log.a ( Voy. le tableau 
du n.o 62 ) : j'ai appliqué les formules à plusieurs autres courbes sans inflexion r 
aucune anomalie n'a paru : je les ai appliquées ensuite a. des courbes a inflexion ,. 
le même paradoxe a reparu. 

Veut-on un exemple bien frappant de l'influence des points d'inflexion ? Qu'oir 
applique les formules à la parabole cubique y — t=4(*— î) 1 : on trouvera , par 
toutes les formules du tableau , sans distinction , que l'aire de l'espace compris- 
entre l'abscisse x=i , l'ordonnée extrême y~ x , et l'arc de courbe passant par 
l'origine» est exactement f : ainsi, la formule (F,) , qui n'emploie que les deux 
ordonnées extrêmes , est ici aussi exacte que toutes les autres ; voici l'explication de 
cette singularité. Si l'on imagine un quarré construit sur x=t cl y=i , le 
centre de ce qnarré coïncidera avec le point d'inflexion de la courbe ; Taire- 
donnée par la formule (F,) n'est autre chose ici que l'aire du triangle rectangle 
moitié du quarré ci-dessus ; or , ce triangle est exactement égal à l'aire roixliligne 
que l'on cherche , parce que la diagonale du quarré , laquelle passe par les- 
points extrêmes de la courbe et par le point d'inflexion, forme deux segmens 
paraboliques égaux , l'un dans le triangle , l'autre en dehors ; en sorte qu'il 
a'opère une compensation exacte qui rend le triangle égal à l'aire curviligne* 
cherchée. 

Enfin r veut-on une preuve tirée de la courbe même qui a présenté it M r 
Kramp le paradoxe dont il s'agit ? IL suffit d'appliquer les formules à la courW 

y=:~— t depuis x=o jusqu'à x=r-^; car, entre ces limites , il n'y a pas» 

«l'iuflexion. : pour cela, il faut faire successivement r pour (F,»),. 
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pour avoir y 0 $ y t , ^2 multiplier le résultat de la formule pa* 

: on aura ainti la longueur de l'arc -jr , et l'on trouvera 

«=3,141592653597 , 

résultat trop Tort de 0,000 000 000 008 ; mais cependant plus exact que ceruf 

obtenu sur l'arc — affecte d'un point d'inflexion ; si ensuite , on répète le calcul 
4 



eur (F,) , (F 4 ), (F 6 ) , (F 8 ) , (F, 0 ) , on trouve que les erreurs vont en diminuant . 
qu'elles sont toutes positives , ou , dans le même sens , comme cela doit être : 
ainsi disparait le paradoxe en question. 

En voila assez, je pense , pour légitimer ce que j'avais dit sur les pointa 
d'inflexion , et pour prouver que , si on néglige les points singuliers , on perd 
la certitude ds la coïncidence de la courbe parabolique avec la proposée , et' 
que dès-lors b méthode parabolique d'approximation perd aussi une partie de 
•a supériorité sur celle des série*. ( Voyez le Mémoire de *f. Serrois , A UN JUS , 
tom. 8 , pag. 73. ) 

Noie 5. M. Ampère , dans son rapport , a dit que le nombre des coefficient 
est-^ pour le cas des n intervalles pairs , et pour le cas impair ; c'est 
sans doute , par inadvertance : un coup-d'œil sur le tableau des formules fait 
voir que ce nombre des coefficiens est ~ dans le cas pair , et dans le cas, 

impair. 

M. Ampère dit encore crue quelles que soient les courbes d'expériences qua 
l'on choisira , pourvu que / soit une fonction rationnelle entière de x , dont 

le degré ne passe pas n , les cocfucicns A , B seront toujours les mêmes : 

cette conclusion doit être restreinte : en effet , il est facile de s'assurer par 
l'expérience , i.° que deux équations du même degré , comme r=a et y=za+bx, 
ne peuvent pas être employées simultanément pour trouver la même formule , 
parce qu'elles se comportent l'une l'autre , et qu'ensemble elles ne fournissent 
qu'une seule expérience; a.» qu'il en est de même des équations y=skx*P et 
j-—ckx 2 P + ' ; 3.° que les courbes d'expériences doivent comprendre tous les 
degrés pairs , depuis v==jc° jusqu'à )^=jt n , quoiqu'on puisse, substituer 4 un 
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degré pair le degré* impair immédiatement supérieur, en renonçant a la simplicité 
des calculs ; 4»° î ue i *' quelque courbe d'expérience passe le degré n , la formule 
qui en résulte est moios simple et > en général , moins exacte que sa corres- 
pondante dans le tableau n.° 60 ; parce qu'elle n'est pas identique avec celle 
que l'on obtient par le procédé de la note 1. 

. J'aurais dû , sans doute , insérer ces éclaircissemens dans le mémoire que 
j'ai adressé à l'Académie. Quoi qu'il en soit , M. Ampère a une célébrité trop 
bien acquise , et il aime trop la vérité , pour prendre en mauvaise part le* 
précédentes observations. 

Note 6. J'arrive au reproche le plus grave de M. Kramp ; il affirme ( Annales y 
tom. 7 , pag. 345) que ma formule (F t t ) est entièrement fausse et erronnie , 
et il en apporte, pour preuve unique, qu'elle est différente de la siennne qui 
est nécessairement exacte. 

Je réponds , i. a que ma formule (F, a ) a donné plus d'approximation que 
celle de M. Kramp , dans les deux applications que j'ai rapportées , ce qui établit 
une première probabilité en ma faveur ; a.» qu'après avoir refait mes calculs , 
j'ai retrouvé les mêmes coefficiens i 3.° que MM. Servais et Wronski sont parvenu* 
& ma formule par des méthodes qui leur sont propres. 

Avant de conuaître la réfutation complète que M. Servois a faite de toutes les objec. 
tions de M. Kramp , et désirant que les géomètres ne conservassent aucun doute 
sur l'exactitude do mes formules reconnues utiles par l'académie , j'avais imaginé 
de faire proposer i M. Kramp un expédient qui avait plusieurs avantages , celui 
de terminer promptcmenl les incertitudes , celui de rendre les auteurs plus 
circonspects et les critiques plus honnêtes. 

Nous aurions déposé , M. Kramp et moi , chacun looo francs au secrétariat 
de l'académie , en la suppliant de faire vérifier ma formule (F, x ) , et d'em- 
ployer les 1000 fraucs du perdant a un prix sur une question à son choix. 

Mais , depuis le mémoire de M. Servois , il 7 aurait pey^ de générosité do 
ma part a insister sur ce défit. 

Note 7. Dans l'état actuel de l'analise , la méthode parabolique d'approxi- 
mation est , sans doute , préférable à toutes les autres : remarquons cependant 
qu'on peut substituer à h courbe a quarrer , non seulement une courbe du genre 
parabolique, mais encore une autre courbe quelconque qui diffère très -peu de 
la proposée , par exemple, la développante qui passe par un nombre donné des pointa 
pris sur la proposée t cette réflexion ouvre un vaste champ aux recherches* 

Voici un essai de ce genre qui pourra paraître intéressant. Il s'agit de quarrer 

I dje 
l'hyperbole J* 5 -^- > ou d'intégrer : je mets x« +" pour x, et fai la courbe 

y~Jî Tnl 1 " co ' u>c ' <le d ' autant mieux avec Hyperbole que n est pins petit. 
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Il s'agit k présent d'intégrer ^ t : l'intégrale «t — -— - 4*==/yd;c. En prenant 

cette intégrale depuis x=I jusqu'à *=a , elle donne Log.2=— i- . 

Voilà donc une expression algébrique de Log.» qui sera d'autant plus exacte 
qu'on prendra n plus petit. Si » par exemple , on fait n =0,0001 , on trouve 
Log.a=o,69 : si on prend pour n un multiple de 4 » on pourra , par de» 
extractions successives de racines quarrées , approcher aussi près qu'on voudra 
de la vraie valeur de Log.a, saus employer des tables de logarithme. 
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1KSTITUT DE FRANGE. 



ACADEMIE ROYALE DES SCIENCES. 



Paris, h i8 

Le Secrétaire perpétuel de l'académie pour les sciences Bappor» sur 

mathématiques , certifie que ce qui suit est extrait du procès-verbal ^ ™^^ e 

de la séance du lundi 10 février 1817. intitulé : Mé- 

thode nouvelle 

o gîf^ pour quarrer 

les courbes et 
intégrer, entre 

Le mémoire de M. Birard , dont l'académie nous a chargé de des limites 

lui rendre compte , a pour objet de trouver, par un procédé plus , n ." ,t °" , , e 
1 j . r 1. 1 . 1 V Jonction dij,'- 

simple que ceux dont on a lait usage jusqu a présent, la valeur ren ti e lle d'une 

approchée d'une intégrale dont la fonction dérivée et les limites seule variable. 

sont données. On sait qu'il faut pour cela substituer & cette fonction 

dérivée une expression de la forme 

«-4-3*4*»+ etc., 

où x représente la variable indépendante; déterminer a , h , c, etc. , 
de manière que les valeurs de cette expression et de la fonction 
dérivée correspondantes à des valeurs équidistantes de s en nombre 
<^gai à celui des coefficiens a , b , c , etc. , soient respectivement 
égales ; substituer ces valeur» dans l'expression. 
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qui est l'intégrale de 

(a+ùx+cx'-j- ctcj^r , 

et prendre la différence des deux valeurs de cette dernière expression 
qui répondent à celles de la variable x aux deux limites. 

Ce calcul est assez court quand les valeurs équidistantes de s 
sont en petit nombre entre ces deux limites ; mais , dès que le 
nombre est un peu considérable , il devient tellement compliqué 
qu'on doit le regarder comme presque inexécutable. M. Bérard s'est 
proposé de trouver la formule qui en résulte, sans être obligé de 
faire le calcul comme nous venons de le dire ; il remarque pour 
cela 

i.° Qu'en représentant y» , y, , y» y n -, ? y„-, , y„ , 

les valeurs de la fonction dérivée qui répondent aux valeurs équi- 
distantes de x , ce résultat est égal à une fonction de y a , y, , 

y, y,_, , r»_. > y» > où ces quantités ne peuvent entrer 

qu'au premier degré. 

3.° Que celles qui se trouvent à égale distance des deux extrêmes 
y doivent avoir les mêmes coefficiens , en sorte que ce résultat 
peut être représenté par 

^(y.+r J+B(y>+yn- . )+C(y 0+ etc. ; 

en sorte que pour l'avoir il suffit de déterminer A % B, C , etc.; 
qui ne peuvent dépendre que du nombre des valeurs équidistantes 
de x que l'on considère , et qui sont par conséquent les coefficiens 
numériques qu'il suffit de déterminer une fois pour toutes , rela- 
tivement à chaque valeur particulière de ce nombre. 

M. Bérard donne, dans son mémoire, une méthode très-simple 
pour parvenir directement à cette détermination ; cette méthode 
conduit aux mêmes valeurs pour les eoefficiens dont nous parlons , 

que 
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que le procédé de substitution et d'intégration que noua venons 
d'indiquer. Il nous semble que l'auteur aurait rendu son mémoire 
plus complet en en faisant l'observation , et en en donnant une 
démonstration qui ne laissât rien à désirer ; c'est pourquoi nous croyons 
devoir expliquer ici sa méthode d'une manière un peu différente 
de celle qu'il a adoptée , afin que cette démonstration naisse , pour 
ainsi dire , de l'exposition même du procédé qui y conduit. 

Le nombre des coefHciens à déterminer est évidemment — quand 

le nombre n des intervalles est pair , et îii quand il est impair, 

tel est done le nombre des équations entre ce» coefficient qu'il faut 
obtenir pour les déterminer. 

Prenons une courbe qui soit un cas particulier quelconque de 
l'équation 

y =o+6x+cx*+ etc.. 

La formule 

* 

^a-^J-f^(r.+r^,)+^Cr.-hy w .,H-etc. ; 

• 

•i> supposant qu'on en eût calculé le» coefficient A, B t C, etc.,- 
par le long procédé décrit au commencement de ce rapport , re- 
présenterait rigoureusement l'aire de cette courbe entre des limite» 
données d'où, il suit que si d'une part on. calcule directement cette 
aire , et que de l'autre on- prenne les valeurs de y 0 , y x , y, ....... 

fm-x • y*—*» y n t correspondantes a ce cas particulier pour le» 
substituer dans 

• • • » 

et égaler le résultat à la valeur trouvée pour l'aire , on aura une 
équation du premier degré exactement satisfaite par les valeur» 
de A, B y C, etc; 

»3 
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En prenant nt>e autre courbe dont l'équation aoit aussi renfermée 

comme cas particulier dans l'équation 

y=:a-\-bx+cx*-\~ tic. 

et, en répétant les mômes opérations , on trouvera de même une 
seconde équation du premier degré entre A , B , C , etc. 

Après avoir pris autant de ces cas particuliers qu'il y a d'unités 

dans — ou suivant que n est pair ou impair ; on aura donc 

2 a 

autant d'équations du premier degré entre A , B , £, etc. , qu'il 
y a de ces inconnues, et leur détermination ne souffrira plus alors 
aucune difficulté. 

11 est évident que tant qu'on aura pris pour ebaque cas particulier 
une valeur de y comprise dans l'équation 

y=a+&x+cx'-\-elc. ; 

c'est-à-diro , une Fonction rationnelle entière de x dont le degré ne 
passe pas n , on trouvera , pour A , B , C , etc. , les mêmes valeurs 
que par le procédé ordinaire , décrit au commencement de ce rapport ; 
et comtoc ces valeurs sont uniques , il est clair que quels que soient 
les cas particuliers qu'on choisisse , on arrivera toujours identique- 
ment aux mômes résultats ; c'est ce que M. Birard ne parait pas 
avoir remarqué ; car , il dit , après avoir expliqué les cas particuliers , 
qu'il a choisi et qu'il nomme courbes d'expériences. 

« Tout autre système de courbes d'expérience fournirait des for- 
» mules différentes qui seraient toujours moins simples , qui exigeraient 
» une élimination plus difficile , et qui , en général , seraient moins 
» exactes. » 

Cela n'est vrai que dans le cas où l'on prendrait pour la valeur 
de y une fonction rationnelle entière de x , d'un degré plus élevé 
que le nombre n des intervalles , parce qu'alors cette valeur de y 
ne serait plus comprise dans la formule 
» 
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y=ta-\- &r etc. ; 



dont on est parti pour établir que la valeur de l'intégrale est re- 
présentée par 

^(yo+y-.H^Cr.-r-r.-O+^r.+y.-.H-etc. , 

où A, B , C , etc., ont toujours les mêmes valeurs , quelles que soient 
celles de a , b , c , etc. 

Mais , il existe une infinité de fonctions rationnelles de x dont 
le degré ne passe pas le nombre n, qui peuvent également servir , 
et qui donneront toutes identiquement le même résulta^. Le passage 
du mémoire de M. Bêrard doit donc être modifié , et il aurait dû 
se borner à dire que les équations paraboliques monômes de degré 
pair dont il se sert pour trouver les formules qu'il cherche sont 
les plus commodes à employer dans la pratique. Cette observation 
ne fait rien , au reate , a l'utilité qu'on peut retirer du mémoire 
de M. Bêrard et des formules , toutes calculées , qu'il contient 
pour des nombres d'intervalles égaux àx,àa,à3,à4,à5, 
à 6 , à 8 , à ia et à 24. Nous pensons , en conséquence, que ce 
travail mérite l'approbation de l'académie , et qu'il serait à désirer 
qu'il fût publié , et qu'on fit connaître cette méthode , qui est sus- 
ceptible d'utiles applications, dans les ouvrage» élémentaires. 

Signés à la minute , Poinsot , Ampère , rapporteur. 
L'Académie approuve le rapport et en adopte les conclusion*. 

1 

Certifié conforme à l'original , 

Le Secrétaire perpétuel , chevalier des Ordres 
Royaux de Si -Michel et de la Légion d'honneur 

Delambre. 
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CHAPITRE IX. 

CUBÀTURE DES SOLIDES ET QUADRATURE DE LEUR SURFACE. 

La méthode que j'ai exposée dans le chapitre VIII , pour q narrer 
les surfaces , s'applique , sans difficulté et arec avantage , a la 
cubature des solides. Je vais parcourir quelques cas généraux , et 
donner quelques applications propres à faciliter l'emploi de Ja 
méthode. 

f 

Paraîîéîipipède recouvert par une surface courbe. 

66. On sait qu'un prisme triangulaire , tronqué par un plan 
incliné a sa base , est égal au produit de cette base par hs tiers 
de la somme des trois arêtes , si le prisme est droit , ou par le tiers 
des trois hauteurs, si le prisme est oblique. 

Si l'on a un parallélipipède , tronqué par un plan incliné 1 sa 
base, dont les hauteurs des arêtes soient h , h' , h" , A"', b la 
surfaee de la base , et V le volume ; en le décoropoiant en deux 
prismes triangulaires par un plan passant par h et h" , on aura , 
d'après l'article précédent , 

h i b . 

Décomposant de nouveau le paralléliplpède par un plan passant 
par y et hf" , on aura seroblablement 
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h+h'+h"',. W+h» 

— - t~î g ' - 3 ■ - » 

à 

Ajoutant les deux équation» ci-dessus , il vient 

/- — 0 . ■ — 0 . , 



théorème simple que je n'ai pas rencontré dans les livres élémentaires. 

67. Imaginons maintenant un parallélipipède recouvert par une 
surface courbe : si on le poupe par des plans équidistans et paral- 
lèles aux faces , il sera décomposé eu petits parallélipipède» ayant 
tous la même base b. En ajoutant tous ces parallélipipède* ; et 
faisant la réduction 1 on trouve la règle suivante. ,. . , ; 

Ajoutez ensemble, l. # toutes les hauteur* des arêtes intérieures 
ou invisibles; s. 0 la moitié de toutes les hauteurs des arêtes exté- 
rieures 00 de face» visibles , à l'exception de celles des quatre 
angles ; 3.* le quart de» hauteur» des arête» de» quatre angles. 
Multipliez cette somma totale par la base h , commune à tous le» 
parallélipipède» partiels ; le produit sera le . volume cherché V du 
parallélipipède curviligne» 

Si la hase du solide , au lieu d'être un parallélogramme , était 
un triangle ABC qui en est la moitié , pn diviserait AB et AC 
an un même nombre de parties égales , et l'on mènerait , par le» 
points de divisions , des parallèles à AB » AC ; la règle précédente 
s'appliquerait iei , mot \ mot, avec cette seule différence, qu'au lien 
d« prendre le quart de» hauteur» des arêt*» en B et C, U na 
fondrait en prendre que le huitième. 

Cette règle fort aimple donne le volume du polyèdre inscrit dans 
la surface courbe ; elle donne une approximation d'autant plu» grande # " 
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que le nombre des petits parallélipipèdes est plus grand : on terra 
plus bas une méthode plus rigoureuse. 

Des solides de révolution. 

68. En représentant par « le rapport 3,1416926 du diamètre a 
la circonférence , on sait que l'expression du volume d'un solide 
de révolution est 

V=*fy*dx , 

expression dans laquelle x est l'abscisse et y l'ordonnée de la courbe 
qui engendre le solide , en tournant autour de l'axe des x. 
En faisant v'=z, on a 

1 m 

et l'on voit que la question se réduit à quarrer la courbe dont les 
abscisses sont x , et les ordonnées x ou y\ Les formules du n.° 60 

s'appliquent donc ici en y mettant ~ pour S ety.- ,y.',y,*.... 
pour y 0 , y t , y» 

Ainsi,, par exemple , si l'on a partagé en six l'intervalle a des 
ordonnées extrêmes jr, . y it la formule (F t ) qu'il faudra employer , 
deviendra 

840 

— •^=4i(ro , +r* , )+2i6( r . ï +r l ')+2 7 ( yi »-i- r4 »)4. a72rj .. 

» y* t ft devront être calculées par l'équation y=X 

de 1» courbe , si elle est donnée , ou mesurée sur le solide lui- 
môme , si l'équation n'est pas connue. 

t. ! '.i ; \ « ■ 

, De* solides curvilignes quelconques. 

w 

69. Noas alloBB examiner maintenant le ens le plus général, 
celui d'un solide dont la base quelconque est recouverte par une 
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surface courbe quelconque dont on a ou dont on n'a pi» l^quelloh. 
On Mit que l'expression du volume d'un solide est 

V-=.ffzàxàys.fàxfzày . 

Imaginons qu'ayant divisé en parties égales , en six, par exemple," 
Taxe des x compris entre les plans extrêmes qui renferment le 
solide proposé , on ait conduit par les points de division des plans 
parallèles aux préeddens ou & celui des yz , la surface de chacune 
de ces sections sera exprimée par Jzày : nommons $„ , S t , 5, . ..... .$< 

ces surfaces , et 5 l'une quelconque d'entre elles : l'expression ci- 
dessus du solide deviendra 

V^JSà* 

En considérant S comme l'ordonnée d'une courte dont s est 
l'abscisse , l'aire de cette courbe représentera fSàx , c'est-à-dire , V : 
on aura donc , pour le cas actuel de six divisions », la valeur de 
V , par la formule (Ft) du n.° 60 , qui 4* viendra , ea appelant 
a l'intervalle des plans extrêmes 

. • * 

^.r=4i(W6)+at6(5 t ^ r )-fa 7 (^+^4)+*7^, • <*V) 

a 

. 

Pour faire usage de cette formule , il faut .préalablement trouver 

les valeurs de 5 0 , 5, 5 6 . Pour distinguer plus clairement 

les quarante-neuf verticales z que renferment les sept sections S, , 

S, S it concevons que ( fig. 1 6 ) Taxe AX des x ou a , et l'axe AT 

des y ou y 0 portent , à partir de l'origine A , .les numéros o„ 

i, 2 6, que chaque ordonnée y, , y 9 ....... .y^ , soit aussi 

divisée en six parties égales , et qu'enfin on ait joint par une 
courbe les points de division des sept ordonnées y ; les 49* corres- 
pondans aux quarante-neuf points d'intersections , pourront être 
distingue's par la combinaison de deux accens correspondant aux 
numéros des deux axes. Ainsi , les z élevés sur y Q seront *x # , 



•z, , *z t , , % , *z, , *z 6 pour la section 5 0 ; c'est-à-dire , pout 
le pLan coordonné yz : de même les z feront marqués par 'z 0 , , 
•z, , «x, , 'z 4 , 'z, , 'z t pour la section S, , passant par y, , et 
ainsi de suite , en sorte que l'accent d'en haut indique la section , 
et celui d'en bas la courbe. 

En vertu de ceUe notation , S 9 , S, seront données par 

les sept formules suivantes qui sont la traduction de (Ft) du n.° 60. 

^.5 0 = 4i( 9 z 0 + 0 z < )4-ai6( 8 z l -T-«»z j :+ a 7^,-r-%)+a7 a *z l ; 

2iî.5.=4i( , *o+ , ^)+a>^z i + , z l )- T . 3 7Cz 4 4- , z 4 )4-372^, ; 
y* 



^.5 fr =4i( , 3'o+ t x0-v-3i6(«z l -f.*z 1 )-v-a7( < ^+'*4)+37a , x, , 

Si l'équation de la surface n'est pas connue , il faudra mesurer 
les quarante-neuf verticales z sur le solide même. 

Si l'équation de la surface est donnée en y faisant z=o , on 
aura y=X pour celle de son intersection avec le plan des xy , tt 

celle-ci fera connaître y 9 , y y ( : on aura ensuite les z de 

la première section 5. en mettant dans z=/*(jt , y) , o pour x, 

y* 3 > 4ro 5y<» . . . , 

«lo-, — , -g- , — , — , y, pour y , et ainsi de suite 

pour les autres sections. 

Sî Ta base ou plan des xy n'était pas rencontrée par la surface, 
mais était enveloppée par une surface cylindrique recouverte par 
la surface z—/(x , y) , l'équation de ta courbe intersection de la 
surface cylindrique avec le plan des xy serait connue , et de cette 

forme y=X ; ce qui ferait connaître y„ , y, y t . On calculerait 

ensuite les z comme dans le cas précédent. 

Le cas d'un paralléKpipède recouvert par une surface courbe est 
une variété du précédent. 

70- 
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70. Exemple 1. Imaginons une demi-sphère dont le rayon est 
y^â} posée sur sa base que je prends pour plan des xy : concevons 
un quarré inscrit dans le cercle de cette base , et un parallélépipède 
ayant pour base ce quarré : on demande le volume de ce parallélé- 
pipède recouvert par une portion de la surface sphérique. 

L'équation de ia surface sera 

z=y/ a-x^ O > 

et il est évident qu'il suffira de chercher le volume de la portion du 
solide ayant pour base le quarré inscrit dans l'un des cadrans , 
laquelle portion sera le quart du solide total : il n'est pas moins- 
évident que le côté du quarré partiel que nous considérons est 1. 

Pour abréger l'opération , je ne supposerai que quatre intervalles dans 
le coté =1 du quarré ci-dessus y et la formule a employer sera 

Pour avoir S 0 ; c'est-à-dfre , l'aire du plan des yz t je faisar=o 

dans z=\/ 2. je*— -y 1 ] t qui devient x:= y/ ô-^p] '. je mets dans celle-ci 

pour y successivement o, |, |, 1 , et j'ai les cinq verticales 
ou valeurs de z de la section S, r laquelle est donnée par l'équation» 

9o5 o =7( 4 /î+0+32( SV 3T+ z • rV7 - 

Pour avoir S, , je mets ^ pour x dans z—\/*—x>— y 1 ] » qui devient 
z= |/»^l_y*J t et je substitue pour y successivement o,;,;, r j 
ce qui donne les cinq valeurs de z de ia section S t , laquelle est à 
son tour donnés par la formule suivante 

* * • 

En- mettant ensuite f» ;» 1 pour* dans z , et o, 7, ~, r „ 
poux y r oa aura de même les cinq valeurs de z pour les sections 

14 
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S, , S, , 5 4 , qui seront données par les équations suivantes : 
9o5 I =7(î/7+ï/3)+3a(^'3+5/î5)+i a .I/6 . 

9o5 4 =7(i+o)H-32(-:v/75+; ✓ . 

11 ne reste plus qu'à mettre , dans la formule qui donne V ', 
les valeurs précédentes de S. , 5, , 5, , 5, , 5 4 , et Ton trouvera 

F=i,i35G . 

La vraie valeur de V que l'on trouve facilement ( en remarquant 
que le solide total proposé vaut la demi-sphère moins, quatre demi- 
segmens sphériques ) , est 

P==i,i370 . 

On ne sera pas étonné que l'approximation ne soit pas plus grande , 
si l'on fait attention que la formule employée {F \) a pour base la 
division de l'espace à sommer en quatre parties seulement. 

71. Exemple 2. Nous prendrons , pour deuxième application, 
le cas d'un solide renfermé entre le plan des xy et une surface 
courbe qui le rencontre : nous chercherons le volume de ; de la 
sphère dont le rayon =1 : ce segment est compris entre les trois 
plans coordonnés qui passent par le centre de la sphère ayant pour 
équation 

pour plus de brièveté , nous ne supposerons que cinq sections ; 
S 0 » 5, , Su 5, , S 4 > 

En mettant successivement , dans l'équation de la sphère , o , 
;»;>;' P our x » cl * éro P our x , on a les cinq ordonnées y du 
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cercle qui est l'intersection de la surface avec le plan des xy , 
savoir : 

Pour avoir les cinq verticales z, de la section S 9 , je fais 
dans l'équation de la surface qui devient 

*= / »— J 1 ] » 
et j'y mets, pour y successivement 

.T» 3fo 

et j'ai 

•z 0 =i, ^,= ^75, °*,= r/î. % = x/7; %=o: 
Pour avoir les cinq z de la section S, , je fais *= ; dans 

qui devient 

et j'y mets pour jr successivement 



4 



et il vient 

En opérant de mérou , on trouve que les cinq z de la stetio 
S % , sont 

que les cinq a de S t sont 
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el que les cinq 2 de 5 4 sont nuls. 

Maintenant, il faut chercher les valeur» de S Q , S t ... S 4 , 

par les équations suivantes : 

Yo 

21 .5 l = 7 Cz 0 4- , x 4 )+32C , z,+V,)+ia'z, ; 
y» 

y* 

■^.J^yCz.+îz.H-SaC^.-f-^O+ia^. > ^=0 ; 
Il ne reste qui substituer ces valeurs de 5 0 .. S 4 , dans 

Ja suivante un a = i. 

on trouvera, après les réductions 
d'où 

f=o,5i5i : 

La vraie valeur est 1 

r=o,5236 . 

L'approximation trouvée est sans doute bien faible ; mais si , au 
lieu de vingt-cinq ordonnées z , on en avait employé 6* , 7* , 8* , on, 
aurait approché do plus en plus de la vraie valeur : il ne s'agissait 
ici que d'indiquer brièvement la marche du calcul» 
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On se conduirait encore de la même manière dans le troisième 
cas ; c'est-à-dire, celui où le solide est renfermé entre les plans de 
une surface cylindrique élevée sur ce plan, et une surface 
courbe rencontrée par le cylindre. 

Des aires des surfaces courbes. 

72. L'aire d'une surface courbe s'obtient par la même formule 
d'intégration que le volume d'un solide : en effet, soit 

u=F(x t y) , 

l'équation de cette surface , et 

d»=/7d*+ydy 

sa différentielle ; l'aire que j'appelle A sera donnée par celte formule 

A=^/às/iy\/ t4*H-v* » 

ou, en posant 
par 

'A=fàxfià Y > 

formule qui peut représenter le volume d'un solide , et que l'on 
traitera précisément comme on a fait dans le précédent article. 
( Voyez le Traité du calcul intégral de Lacroix , in-4.° t tom, II* 
pag. 198. ) 

Surfaces de révolution, 

73. Soit 

l'équation de la courbe génératrice d'une surface de résolution; êl 
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sa différentielle : la surface A sera , comme on sait , exprimée par 

en posant 
on aura 

A=2i,fyàs , 

formule que l'on traitera précisément comme celle du n.° 60. 
Rectification des lignes à simple et à double courbures, 
74. Soit 

l'équation d'une courbe pl.me, et 

àu—pAx , 

m différentielle : la longueur « de la courbe «en exprimée par 

/s/djrv/T+T 1 » 

ou, en pesant 
par 

s-fyà* , 
formule qui rentre dans le cas du n.» 60. 

Dans le cas d'une courbe a double courbure , soient 

les projections de la courbe, et 

àu=pà* , d/=yd* , 
leurs différentielles : la longueur * d'un arc fini sera exprimé par 

<ou, en posant 
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par 

s=fyâx , 

formule qui rentre encore dans le cas du n." 60. 

75. Observations, On voit , parce qui précède , qu'il n'est aucun 
cas de rectification , de quadrature et de cubature , auquel on ne 
puisse appliquer la méthode d'approximation fournie par les formules 
du n.° 60. Sans doute ces formules ne devront être employées que 
dans les cas où l'intégration ne peut avoir lieu , mais aussi , elles 
offriront alors le moyen d'approximation le plus prompt et le plus 
exact, pour intégrer toutes les formules de ces deux formes 

fyàx ; Jàxfzày . 

J'observerai encore que la méthode dont il s'agit revient , au fond , 
pour le cas d'un solide , à substituer à l'équation de la surface donnée 

celle d'une surface du genre parabolique , de cette forme 

z - {a+bx+cx* ..„.){a'+b'y+c>y* .) 

= A±Bx+Cx\.„.+B'y+Cy».~+Kxy+Lx % y+Mxy*+Nx % y\;.„ , 

en déterminant les coefïlciens A , B , C ....... parla condition que 

la surface parabolique passe par un nombre 2 1 } 3* , 4* n * de 

points de la surface proposée. On pourrait déterminer ces coefBciens 
en employant des surfaces d'expérience , comme nous avons fait de* 
courbes d'expérience dans le n.° Sq , mais ce procédé serait pénible î 
nous sommes arrivés bien plus simplement au même but , en partant 
des formules déjà trouvées dans le n.° 60. 

Je remarquerai encore que la méthode d'approximation employée 
pour l'intégration Jydx ; ffzàx&y peut s'étendre sans difficulté aux 
formules d'intégrales triples , telles que 

f/JVAxàyàz ; 

mais ces détails sortiraient des bornes que je me suis prescrites; 
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CHAPITRE X. 

DU TONNEAU ÉLASTIQUE OU THÉORIE NOUVELLE ET PLUS 
RIGOUREUSE DU JAUGEAGE* 



Observations préliminaires. 

IiE tonneau est non seulement une invention utile dans les arts; mais 
encore une machine digne de piquer la curiosité des géomètres par les 
problèmes intéressans qu'elle présente: aussi beaucoup de savans s'en 
sont-ila. occupas. Aucun d'eux, cependant «c me parait avoir deviné 
la naie figure du tonneau. 

On a considéré,, tour-à-tour , la courbe génératrice du tonneau 
comme une ligne droite» un arc de cercle, un arc d'ellipse , d'hy- 
perbole et de parabole : on a proposé une foule de jauges qui reposent 
sur de fausses suppositions de la figure du tonneau : quelques-uns 
de ces instrumens supposent même que tous les tonneaux sont des 
solides semblables, d'où résultent les erreurs les plus grossières» 

M. Camus considéra une demi-douve comme formée d'un arc 
parabolique terminé par une ligne droite tangente k l'extrémité de 
cet arc» ( Encyclopédie méthodique , Jaugeage» ) 

Pour découvrir la vraie figure du tonneau , \X ne fallait 
cependant qu'analiser ce qui se passe dans sa construction. L'ou- 
vrier prépare des douves planes ayant la figure de deux trapèzes 
réunis par leurs grands côtés parallèles ( fig. 18 ) : après les 

avoir 
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avoir ranges cylindriquement , en les faisant toucher par les milieux , 
il oblige les extrémités divergentes à se rapprocher pour s'adapter 
contre les deux fonds : des cercles les assujettissent dans cette 
position , et le tonneau est forme. 

On voit que dans cette opération , la douve doit prendre la même 
courbure que si , étant posée horizontalement sur deux appuis , son 
milieu était chargé d'un poids : ainsi , sa courbure serait celle d'une 
lame trapézoïdale élastique , sans les causes physiques qui modifient 
le problème. 

Ces causes perturbatrices sont, i.° le défaut d'élasticité parfaite ; 
a. 0 le décaissement de largeur dans la douve ; 3." le défaut d'homo- 
généité du boîs ; 4. 0 l'élasticité variable des différens bois ; 5.» l'in- 
fluence de l'humidité et de la température ; 6.° l'épaisseur de la 
douve qui diminue son élasticité ; 7. 0 le frottement des douves latérales; 
8.° la compression exercée par les cercles additionnels ; r).° le poids 
du liquide qui agit inégalement sur les divers points de chaque 
douve. 

On sent bien que la géométrie la plus profonde ne saurait tenu- 
un compte exact de toutes ces causes d'anomalies , et qu'il faudrait 
chercher la figure particulière de chaque tonneau par l'expérience t 
pour parvenir à le cuber exactement : cependant , la théorie de* 
douves élastiques donnera toujours une approximation non seulement 
plus que suffisante pour la pratique , mais sur-tout plus grande 
que toutes les autres hypothèses gratuites que l'on a imaginée» 
jusqu'à ce jour. 

Je donnerai même le moyen d'avoir égard à l'épaisseur de la 
douve, quand on aspirera à plus de précision. Enfin , je de'duirat 
de ma théorie combinée avec mes expériences sur l'élasticité des- 
bois , une formule pratique aussi simple , mais plus exacte que- 
toutes celles connues. 

Cet essai n'est que l'extrait d'un mémoire volumineux que Je- 
Ministre de l'Intérieur renvoya , en 1806 , à M. Monge powr 
l'examiner, et que ce savant a déclaré avoir égaré. 
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Courbe génératrice du tonneau, 

7G. Soient ( fig. 17) ABCO la section par l'axe d'un quart de 
tonneau , CO le <lcini-axe =/, CB le grand rayon =R , 04 le 
petit rayon —r BD=R — r=h , AB une demi-douve , AP=x et 
PM—y les coordonnées d'un point M de la courbe. 

D'après ce qui précède , il faut concevoir que la demi - douve 
AB , d'abord fixée en B perpendiculairement à BC , a pris la 
courbure A MB par l'effort d'une force appliquée en A vers O. 
Pour décomvrir la nature de la courbe AMB , nous supposerons, 
avec Leibnitt, i.° que les rayons de courbure en différens points 
de la courbe sont en raison inverse des extensions des fibres élé- 
mentaires ; a.° que les allongemens des fibres au point M , sont 
en raison directe du bras de levier x de la puissance. De la 
combinaison de ces deux principes , il résulte qu'en appelant 0 le 
rayon de courbure , et c* une constante , l'équation de la courbe 
d'une lame élastique mince et rcctaugu]*iro est 

âx e'tant constant , on sait que l'on a l'expression 

— d*dy ' 



et l'équation (1) devient 

(dx'-J-uV 1 ^ * 



dont l'intégrale est 



ou 
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-- dx(x»-f acQ 
4**— {X*+2C f )*l 



On détermine la constante c' par la condition qu'au point B on a 
— =o et jp=/; ce 
ci- dessus en celle ci 



dr 

•— =o et jp=/; ce qui donne 2C / =—P , et change l'équation 
dx 



Après la seconde intégration , on détermine la nouvelle constante 
#" et la première c , par la double condition que pour le point A , 
on ail x-=o f y~o , et pour le point B , y—h- 

77. Lorsque le tonneau a peu de courbure, c'est-à-dire , quand 

* ••111. 

y- , est fort petit , on peut avoir une intégrale algébrique fort 

simple de l'équation (2) ; car , dans) ce cas, c' , est fort grand, et 
•n négligeant (/■- , elle devient 

3*M/=d*(/*— 

dont l'intégrale est 

*cy-ts a , 

à laquelle il n'y a pas de nouvelle constante à ajouter , parce 
qu'elle donne 3—0 quand y=o. En déterminant c* r par la condition 
qu'on ait x—l f quand y— h , on a 



a* 

at ensuite 
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Oo serait parvenu au même résultat , en négligeant ày* dans la 

valeur de 0. 

Cette équation (3) , qui est assez simple , peut être regardée 
comme une approximation commode et suffisante de la courbe 
génératrice du tonneau. 

Remarque. Si ( fig. 1 7 ) la force comprimente était dirigée de A 
vers D , son bras de levier ne serait plus x sur le point M , mais y : 
l'équation du la courbe serait Qy—e* dont l'intégrale est 

On voit qu'en changeant y en * , la dernière équation est de 
même nature que (2) ; mais les constantes sont différentes : l'équa- 
tion (4) est celle d'un arc dont les deux extrémités sont tendues 
par une corde : c'est encore celle d'un linge chargé d'un fluide 
pesant. \yAlembert ( Encyclopédie , au mot Élastique ) , paraît 

avoir confondu les deux cas des équations (2) et (4). 

Dan» le eu» où lu ismu u j»cu «l'ïn/lcx ïon , c devient tris- grand 
et l'équation (4) le réduit a 



Intégrant y puis déterminant c par la condition qu'on ait y=h , 
quand jr=/=si , on a 

y =^.Sin.(i,5768jf)=//.Sin.(9o°.x) . 

M. Poisson ( Mécanique , tom. 1 , pag. 222 ) qui a examiné ce 
dernier cas , met en doute si la courbe oscille de part et d'autre 
de l'axe des x : je pense que non , et que cela n'a lieu ici que 
pour avoir supposé c très-grand , ou négligé Ay* dans 0. 

78. Après avoir déterminé la courbure d'une douve rectangulaire ; 
ce qui nous a donné une première approximation de la courbe géné- 
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ratrîcc du tonneau , il faut chercher plus rigoureusement cette courbe,' 
en ayant égard au décroissemcnt de largeur de la douve. 

Imaginons le tonneau coupé par des plans passant par l'axe , 
qui traceront des méridiens sur la surface. La flèche comprise entre 
deux méridiens tris-voisins formera une douve. Les extensions des 
fibres qui , dans la lame rectangulaire , étaient simplement en raison 
directe du bras de levier x , sont de plus , en raison inverse , des 
points résistons ou de la largeur de la douve , quand cette largeur 
est variable. 11 suit de là que le rayon de courbure qui est en 
raison inverse des bras de levier, est aussi- en raison directe de la 
largeur de la douve : or , celte largeur est proportionnelle au rayon 
QM ou (r+y) de la section perpendiculaire à l'axe du tonneau 
( fig. 17): il s'ensuit que l'équation cherchée de la courbe est 

0j=c'(r+y) (5) 

Telle est l'équation différentielle de la courbe génératrice du 
tonneau : quoique simple , en apparence , je n'ai pu parvenir à 
l'intégrer : MM. Lacroix , Ampère et Petit qui , à ma prière , s'en 
sont occupés , n'y ont pas réussi : je l'ai fait proposer dans les 
Annales de mathématiques (tom. 3, pag. 104) : il n*a pas paru 
de solution. 

Voici du moins un moyen d'intégrer l'équation (5) par approxi- 
mation. Soit y=zF(x) l'équation de la courbe cherchée ; l'équa = 
tion (5) deviendra 

— e*àx*d*y _ aedx 

dont l'intégrale est 

V/<b>+d r J J r+F& W 
•r , on connaît déjà une valeur approchée P(x) , aatoûr ; 
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z-3r <*-«■>. 

trouvée n. a 77 : on pourra donc intégrer le second membre de (6) 
et procéder à la seconde intégration , attendu que les variable* 
seront séparée. 

Par ce procédé , on ne fait que substituer à la loi rigoureuse 
du décroissement de largeur des douves, une autre Toi fort appro- 
chante donnée par une douve ficlive très- peu différente de la 
véritable. 

On peut aussi prendre , pour y^Fx) , un arc de section conique 
passant par les extrémités A et B de la demi douve , el par son 
milieu dont les coordonnées sont toujours, à très peu près» 

*=-:/, 

^.'hyperbole sur-tout coïncidera sensiblement avec la vraie courbe : 

Cette hyperbole , «tout B est lu aounnct et OC l'axe, a pour équation 

•cette valeur de y étant mise dans (6) pour Fx) 9 l'intégration sera? 
plus facile que par la première valeur de ${x). 

Enfin , il serait possible de trouver pour y une fonction de x r 
qui , en coïncidant sensiblement avec la courbe à trouver , procurât 
deux intégrales algébriques successives ; mais il est difficile d'éviter 
les points singuliers de cette courbe fictive dans l'étendue de AB. 

Remarque. H est un cas qui mérite d'être examiné, c'est celui 
où l'on se proposerait de faire un tonneau sans fond» avec des douves, 
décroissantes r semblables aux flèches d'un globe , ou aux côi*s> 
d'un melon , lesquelles seraient liées «nlre elles par un- fil tendu 
d'un pôle a l'aulne. 



( us) 

Dana ce cas on lei y «ont les bras de levier , l'équation de lr 
courbe, d'après ce qui précède , est Qys:c\r-\-y)o\} , à cause do r—o 
© = <:*, c'est-à-dire que le rayon de courbure est constant, et que 
par conséquent la courbe est un arc de cercle. Ainsi , pour que le 
tonneau devienne une sphère, il suffit que /—R=h : ce tonneau, 
«'il était construit avec des flèches d'acier , offrirait l'effet curieux 
«un ballon métallique élastique , sans vides entre les joints des 
douves. 

Eu intégrant Q=c* , on trouve , pour l'équation de l'arc de 
cercle générateur , 

/»— H» 

le tonneau a , en général, la forme d'an anneau engendré par un 
segment de cercle tournant autour de sa corde. Si /=o l'anneau 
est engendré par un cercle entier dont R est le diamètre , tournant 
autour de sa tangente en C ; mais, si l=R , l'équation précédente 
ae réduit à. y'znfx—x' , et fait voir que le tonneau est alors une 
âpbère dont le rmyoa est /=/£. 

De la figure du merrain ou de la douve encore plane. 

79. Nous avons vu qu'en donnant aux douves encore planes la 
forme trapézoïdale , il restait un vide entre les joints : ce vide dis- 
parait par la forte compression qui resserre les extrémités «t le milieu 
des douves. Si on donnait au merrain la figure curviligne assignée 
par la théorie, le contact serait égal et plus intime, dans toute la 
longueur des joints : le suintement du liquide n'aurait plus lieu quand 
le tonneau est see : il en résulterait un grand perfectionnement pour 
J'art du tonnelier : voyons donc quelle doit être la figure du 
merrain AM'B ( fig. 18 }. 

Nous avons vu ( n.' 78 ) que la largeur de la douve doit être 
proportionnelle au rayon {r-\-y) de la section que l'on considère / 
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c'esi-i-dîre ; qu'on doit avoir PM' : BRnr+f:R : d'ailleurs, loi 
lignes TP et TR ne sont autre chose que les dcveloppemens des 
arcs A M et AB do la figure 17 : en appelant donc PT=s , PM'~s, 
BR=A, on aura 

Rz=A(r+y) ; (7) 

on a d'ailleurs 

lors donc qu'on aura mis dans (7) pour y sa valeur en fonction 
de s déduite simplement de l'équation (3) ou de l'hyperbole du 
n.' 78 , on aura la relation entre s et z ; c'est-à-dire , la courbe 
AM'B. 

J'ai calculé la table ci - après qui fait connaître la largeur 

de la douve ou le rapport , pour tous les rapports — , des tonneaux 

usités, et pour dix points équidistans de la demi-douve. 
80. Soit, par exemple, 

je divise 4*5000 par 5^5 ; le quotient est 780 que je cherche dans 

la première colonne à gauche : les nombres 780 ; 820 ; 848 1000 

de la bande horizontale expriment les largeurs M'M' de la douve 

correspondante à j = o, s—\ , s — 2 j=io, la plus grande 

largueur BB étant supposée 1000. 

r 

Si le quotient ne se trouve pas dans la colonne — , on prendra 

des nombres proportionnels entre ceux des deux bandes entre lesquelles 
tombe le quotient trouvé. 

11 faut remarquer que les faces des joints doivent 6lre inclinées 
et dirigées vers l'axe du tonneau : celte inclinaison est variable et 
se construit en faisant pour chacun des dix points M' , un triangle 
bocèle dont les deux côtés égaux sont r+y, et l'autre est fi'W. 

Tabh 
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Table dei largeurs de la demi -douve divisée en 'dix parties 

dans sa longueur. 



r 


l 




3 


4 


5 


6 




8 


9 


10 


700 


746 


79° 


833 


87a 


908 


939 


964 


9 83 


996 


1000 


74o 


780 


819 


856 


890 


9 ao 


947 


968 


9 85 


99 6 


IOOO 


780 


814 


847 


878 


9°7 


9 33 


955 


974 


987 


997 


1000 


820 


848 


87 5 


900 


9 2 4 


9 45 


9 63 


978 


99° 


997 


1000 


8C0 


88a 


9 o3 


gaa 


94 1 


9 5 7 


97 1 


983 


99 2 


998 


IOOO 


900 


9i5 


9 3 1 


944 


958 


9 6 9 


979 


987 


994 


998 


IOOO 


94o 


949 


9 58 


967 


974 


981 


987 


99 3 


996 


999 


IOOO 

1 


980 


9 83 


986 


989 


992 


994 


99 6 


998 


999 


1000 


IOOO 



D'après ce qui précède , rien ne sera plus aisé que de donner 
à un ouvrier le modèle d'une douve parfaite pour un tonneau 
proposé. 

Il est encore deux remarques utiles au perfectionnement du tonneau; 
i.° il est avantageux d'augmenter le nombre des douves : le tonneau 
qui ne peut être qu'un polyèdre inscrit , coïncide mieux avec la 
surfaee de révolution: le nombre des joints étant plus grand*, la 
quantité dont chacun d'eux doit être resserré , est plus petite r le 
contact devient plus intime et le suintement plus difficile; a. 0 la 

courbure y ne devrait pas excéder ^ pour les mêmes motifs , et dé- 
plus , les cercles auraient moins de tendance à s'échapper. 

V olume ou capacité du tonneau, 

81. En eonservant les dénominations précédentes ; ef posant 
de plus 

*6 



t i« ) 
r+/=y' ; 3,1416=. , 

volume du tonneau , on aura 

^^=^2,/^ . (8) 

Quand le tonneau a peu de courbure, on peut prendre, pour 
équation de l'arc AM , celle d'une lame élastique rectangulaire. 
Mettant donc dans (8) pour ày'—ùy sa valeur donnée par l'équa- 
tion(a),Ie terme nfzy'ày' s'intègre par parties , et remettant de nouveau 
pour dy / sa valeur, on trouvera aisément 

En déterminant c" , par la condition que F=o , quand *=so et 
y*zs.r , et faisant ensuite x—l , y'=Il, on a 

Cette formule est d'une application difficile t parce que la détermination 
de c* exige l'intégration préalable de l'équation (2). 

8a. On a une détermination plus exacte de V t en substituant 
dans (8) pour dy'=dy sa valeur donnée par l'équation (6) ; mais 
les intégrations sont pénibles. J'ai pris la peine de calculer , dans 
cette hypothèse, la table ci -après dont l'usage est simple. 

Soient Z?=afl , d=zr , II =2/1 , Z = a/ . 

Je représente la formule do capacité du tonneau entier , par 
V=L{nD*+n>Dd+n»d*) . (9) 

a , n' , n" étant trois nombres dont la somme vaut — , si qui sont 

donnés par la table pour chaque tonneau proposé en cette manière. 

L 



La première colonne do gauche est la valeur de — - : les nombres 



qui sont en tête des autres colonnes sont la valeur de chaque 

case contient les trois nombres n , n / , n", correspondant aux de ux 
U à 

rapports — et . Ces trois nombres sont des dix millièmes et 
sont censés précédés par o. 
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Exemple. Seîenl 7?= 8 décimètres, d—7 , Z=9 , d'où 77= i , 
~ =0,1 1 y yr =0,87 : la case qui correspond le mieux aux deux 



rapports 0,1 1 et 0,87 , contient les nombres a , n' , n" qui , étant 
mis dans la formule (9) , la changent en 

r=ç)(o,384i.8'4-o t 2 t8t .7.8+n, i832.7 , )=4 ti t q5 litres; 





0,95 


0,90 




O.D2 




o.74 


0 7° 


o,o5 


38-3 
2184 

. S /m 


383o 
2i83 


383G 
2183 

I OOU 


3842 
ai8i 

loo I 


3849 
3179 

1 020 


3856 
-'77 

1 02 1 


3863 
21 75 
1010 


0,IO 


3828 

21 83 
1 040 


3835 
2182 


384 1 
2181 

1 002 


3847 
3180 

t Ait 
1 027 


3854 
3178 
1012 


386 1 
3176 
1017 


3868 
2174 

10I2 


o,i5 


383 7 
2180 

I OO7 


3844 
2179 


38 5o 
2 1 78 
1 62O 


3856 
3177 
1 62 1 


3863 
3 1 75 
181O 


3870 
3173 
1811 


38 77 

3l 7 L 


0,20 


3848 
2177 
1829 


3855 
2176 
i8a3 


386 1 
2175 
1818 


38G 7 
2174 
i8i3 


38 7 4 

21 72 
1808 


388 1 

31 70 

i8o3 


3888 
2168 
'79 8 


o,a5 


3864 
21 73 

1817 


38 7 i 
2172 
181 1 


38 77 
3171 
1806 


3883 
2170 
1801 


38 9 o 
2168 

i?06 


38 97 

3 166 

»79* 


3904 
2164 
178G 


0,38 


38 7 5 
2170 
1809 


388a 
2169 
i8o3 


3888 
2168 
1798 


38 9 4 
3167 

*79 3 


3901 
u£L5 
1788 


3908 
31 63 
i 7 83 


3915 
3161 

1778 


o,3o 


3883 
2167 
t8o4 


38«|o 
2166 
1798 


3896 
21 65 

*79 3 


3902 
3164 
1788 


3 1G2 
1783 


3 9 i6 
2160 
r 77 8 


3g23 
2i58 
i 77 3 
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83. L'objet que l'on a en vue en formant des hypothèses sur 
la courbe génératrice du tonneau , c'est de pouvoir déterminer V 
en ne mourant que le* deux diamètres D , d et L. Quoique 1 hy- 
pothèse des douves élastiques soit , sans contredit , plus rigoun^e 
qu'aucune autre, nous avons vu combien de causes physiques peuvent 
en altérer la loi. Lors donc qu'on aspirera à une grande pieci>ion , 
il faudra recourir à une formule indépendante de toute hypothèse, 
et fondée uniquement sur la forme particulière de chaque tonneau. 
La méthode exposée ( Cliap. IX , n.° 6» ) fournit cette formule. 

On mesurera un certain nombre do circonférences f, , r, , f, , .... 
correspondantes aux divisions égnles de / , et en appelant G lYp*î»seur 
des douves , les ordonnées ou rayons des sections circulaires seront 

v 0 = r = — -g, r.= — G > r»=-r — G 

• 7 ° an 'a* a» 

On peut aussi , pour avoir y a , y, , y* . mesurer les dis- 

tance* de la courbe a une ligne parallèle à l'axe , et passant par 
le bondon. 

Ayant substitué les valeurs de y 9 , y,, y t , dans l'une des 

formules de l'article cité , on aura V avec le degré d'e*actiludo 
désiré , mieux et plus prompteroent que par aucun autre moyen. 

Volume dun segment du tonneau ou vidange. 

84- Pour compléter la théorie du jaugeage, il reste h trouve* 
le volume du 6egment occupé par le liquide , quand le tonneau 
n'est pas plein, c'est-à-dire , la vidange : ce problème «rrait difficile 
dans l'hypothèse de la douve élastique décroissante 5 mais , il s'agit 
bien moins d'avoir rigoureusement le volume du segment que 
son rapport a celui du tonneau , qui e6t déjà connu : ainsi , ce prrnant 
pour courhe génératrice , une courbe simple comme la parabole , 
l'erreur qui en résulte pour le segment est , eu g: aude partie , cumpcuitîa 

/ 

\ 
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par celle quî affecte le tonneau entier; en aorto quo le rapport des 
deux volumes n'est paa sensiblement altéré. 

J'ai donc pris, pour courbe génératrice y /t ^ , ——~- dans laquelle 

s'szCQ, y*siQM t et j'ai calculé la table suivante qui me parait 
fournir. Je moyen le plus simple pour déterminer la vidange. 

Soit AT la distance verticale du niveau du liquide au plan hori- 
zontal passant par l'axe supposé horizontal du tonneau : la première 

«olonne à gauche exprime les rapports—^—: les nombres en tèle des 
colonnes sont les valeurs de — : enfin , les nombres qui sont dans les 

cases donnent, en millièmes, le rapport du plus petit des deux 
sogmens au tonneau entier. Ce segment est occupé par le liquide , 
ai le niveau est en dessous de l'axe j il est , au contraire , vide quand 
le liquide est en dessus* 
83. Exemple. Soient 

la distance du liquide à l'extrémité la plus proche du diamètre dit 
hondon j c'est-à-dire , /T=a33 : on a 

* 

-^-=o,4a, jj =0,86 . 

Je cherche , dans la première colonne de gauche , le nombre 0,4* » 
et dans la rangée supérieure 0,86. La case correspondante est 3g3 : 
j'en conclus que le volume du plus petit des deux segmens est 
o,3g3 du tonneau entier : c'est Je rapport de la vidange , si le 
litjuide est plus bas que le centre; mais, dans le cas contraire, 
le rapport sera 1 — 0,^3 ou 0,607 du tonneau entier. 

On sent que , si les deux quotiens trouvés ne se rencontrent pas, 
soit dans la colonne de gauche, soit dans la bande supérieure, il 
faudra prendre des parties proportionnelles. 



Si le tonneau reposait sur l'un des fonds, on aurait facilement 
la vidange , en considérant le segment compris entre le liquide et 
le cercle du bondon , comme une demi-tonneau particulier. 





0,70 


0,75 


0,80 


o,83| 0,86 


0,89 


0,92 


o.94 


0,96 


0,98 


o,o4 
0,08 

0,12 

0,16 

0,20 


4 

l8 

39 

7° 
109 


4 

»9 
4= 
75 
1 1 4 


5 

21 

47 
81 

120 


6 
22 
So 
84 

123 


7 
24 
53 
87 
126 


8 
27 
5(i 

9° 
129 


8 

2 9 

1 33 


9 
3i 

61 

?5 
i35 


1 1 

33 

63 

9« 
,3 7 


i3 
3d 
65 
100 
■39 


0,24 
0,28 

o,3a 
o,36 
o,4o 


l53 

200 

=49 
3o3 

358 


i56 

2û5 

254 

307 
36 1 


i63 
210 
25g 
3n 
363 


166 

2l3 

2G2 
3 1 3 

3G5 


169 
ait) 

a€4 
3i5 

36 7 


172 
219 
267 
3i8 
36y 


1 76 
221 

269 

320 

3 7 o 


178 

2 23 
27I 
32 1 

371 


180 

22D 
2-3 
322 
3 7 2 


1 82 
237 
27 5 
323 
3 7 2 


0,42 
0,44 
0,46 
o,48 
o,5o 


386 

4i4 
443 

47» 
5oo 


388 

4i6 

444 

47» 
5oo 


390 

4 1 7 
445 
472 
5 00 


392 
4*« S 
446 

472 
5oo 


3 9 3 
420 
446 
47 3 
1 5 00 


395 
42 1 

447 
473 
5oo 


3 9 6 
422 

447 
4 7 3 
5oo 


39G 
422 

448 

474 
5 00 


3 9 7 
423 

448 

474 
1 5oo 


3 0 8 
4*23 

449 

/ m ' 

H/ 4 

5 b 0 



Accord de la théorie avec l'expérience. 

86. 11 restait à vérifier jusqu'à quel point la théorie des douves 
élastiques décroissantes, s'accordait avec l'expérience : il serait illusoire 
de faire cette vérification sur des tonneaux : ils sont si mal con- 
formés , et tant de causes produisent des anomalies , que chacun, 
d'eux conduirait à une formule différente de capacité. 

Il y avait une autre espèce de vérification plus propre 1 conduire 
tu but : elle consiste à faire ployer des règles en bois ; à mesurer 
très-exactement les ordonnées des courbes qu'elles prennent , et à. 
en déduire le volume du solide de révolution engendré. 



Trois Siemens principaux concourent au résultat ; savoir : — — r 

D » T ' ^' ant ^P a ' s3eur « n if° rme d e 1» rt 6 ,e : j' a » varié les 
expériences sur des règles bien homogènes, les unes rectangulaires , 
1rs autres trapézoïdales , plus ou moins épaisses , plus ou moins 
courbées, afin de connaître l'influence particulière de chacon des 
trois élémens ci -dessus , sur la formule 

Toici le résultat de ces expériences. 
D j 

!.• Quand— j-~ est très-petit, les règles trapézoïdales , quelle que soit 

leur épaisseur , donnent le même résultat qu'une lame mince à 
ressort parfait. 

a.° Quand excède -V; , le coefficient n , et par conséquent 

D— d 

la capacité , diminuent d'autant plus que — ^— augmente. 

A 

3.° n où la capacité augmente a proportion que — est plus petit , 

D— d 

quel que soit d'ailleurs le degré de courbure — — ; cette loi est con- 
forme à la théorie. 

g Ty—~d 
4* Quand ~ = 7^7 et — = 7 , la plupart des règles , si le bois 

est sec , se rompent. 

87. Il suit, de ce qui précède, que quand — excède o, 006 , la 

table de capacité du n.° 82 n'est plus exactement conforme a 
l'expérience. J'ai calculé la suivante pour les cas où l'on aspirerait 
à une plus grande précision ; sa formation et son usage sont les 
mômes que pour celle du n.° 82 ; mais , elle est subdivisée en quatre 
parties correspondantes à quatre épaisseurs différentes de la douve : 

G 

ainsi , pour un tonneau pour lequel — vaudrait 0,026 , on em- 
ploirait la troisième table ayant pour titre — =0,024 . «l u » *• 



( »a8 ) 

rapprocne le plus de l'épaisseur o,oa6 du lonnéan propos? : pour 
plus de précision encore , il faudrait faire des intercalations. 



Q 

Epaisseur de la douve - = 


0,Oo6 




j Épaisseur de la douve £ =0,0 1 5 




0,95 


1 °»9° 


o t 8o 


0,70 








0,90 


0,80 


0,70 


o,o5 


38 3 i 
ai85 

1 AXA 
1040 


3838 
2184 
1 o^a 


3843 

3l8t 

iojo 


386i 
3176 
1817 




0,0 5 


38it 
3189 
i8 r i4 


38i8 
2188 
1848 


3833 
2.85 
i836 


385 1 1 

3180 

i8a3 


o,io 


38?. 1 
3i8G 
.847 


38 3 8 
3i85 
1841 


3843 
3183 
1839 


386 1 

2177 
181G 




0,IO 


3 79 2 
2ig8 

1864 


3 799 
2197 

i858 


38 14 

ai 94 
1846 


383a 
ai8<> 
i833 




3833 
3188 
1844 


3839 
3187 
i838 


3844 

2184 
ibaG 


386a 
31 ->9 
181 3 




0,10 


3732 
2338 
1904 


3739 
3327 
1898 


3>44 
1224 
1886 


3762 

33IQ 
• 8 7 3 


o,3o 


38*6 
a 190 
i838 


3833 
3189 
i83a 


3848 
ai86 
1830 


38G6 
3181 
1807 




o,3o 


36ia 
19^5 


36i 9 
3376 
■959 


363i 
2273 

«947 


3G52 
3268 

^4 








I! Épais 


seur de la douve ~ = 


:0,024 




Épaisseur de la douve ~ = 


o,o33 l 




0,9 5 


0,90 


0,80 


<*»;<> 






o»95 


».9° 


0,80 


0,70 


1] °>o5 


3795 
i863 


38o3 
3iq5 
i85 7 


38i 7 
3192 
1845 


3835 
2187 
i!«a 




o>o 5 


3 77 3 

330>5 
I876 


>~8o 

1870 


379^ 

320I 

i858 


1 38i3 
2iq6 

1845 


( °> to 


3 7 3o 
2318 
1897 


374G 
3317 
1891 


376! 
3314 

»»79 


3 779 




0,10 


3662 

aa46 
»9Î« 


3GGq 
3345 
•9{o 


3684 
3342 
r 9 28 


3 7 oa 
2237 
r 9 i5 


1 o>ao 


35*8 
2297 


3555 
3oo3 


3070 
2393 

«99 1 


3588 ' 

3388 

1978 




o,i5 


3507 

33l3 

so35 


35i4 
a3i 1 
2039 


35sq 
23o8 
201 7 


35,{ 7 
a3o3 

3004 


Il ,>>a ^ 


3409 
3 3^4 
7091 


5416 

a353 
ao85 


343 1 
a35o 
*o73 


3449 
2060 






Conclusion. 
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Conclusion. 

88. Il résulte , de tout ce que nous avons dit , que le tonneau 
est trop i régulier , et que sa forme dépend d'un trop grand nombre 
de causes physiques , pour qu'il soit possible de le soumettre à 
une théorie entièrement rigoureuse : voici ce qu'il y a de mieux 
à faire dans tous les cas. 

i.° On obtiendra la plus grande approximation possible par la 
méthode du n.° 83, quand le besoin l'exigera. 

a. 0 La table du n. - 87 fournira l'approximation la plus grande 
qu'on puisse obtenir , en ne mesurant que les quatre dimensions 
D , J, G, L. 

3.° La table du n.° 83 donnera toute la précision qu'on peut 
avoir par les seuls élémens D, d , L. 

4-° La formule qui convient le mieux à la pratique ordinaire , 
est celle qui tient le milieu entre celles de la table du n.° 87 , 
et qui correspond aux rapports 

G n D—d a 

— =0,Ol8 , -^—=0,1, — =0,85 ; 

elle est 

r=Z(o,3 7 9oIÎ«+o,2aoiZ) 4 /-r-o,i863^) , 
et diffère tres-peu de la suivante , qui est un peu plus commode, 

r=o, 77 54Z(i?;Z)4-7*^=o,oo649iX(7^H-4^/ ♦ (10) 

On peut éviter l'embarras de mesurer D , en prenant extérieure- 
ment, avec une règle , la valeur de h—R — r ; alors la formule est 

r=3,i4«6.^+o,64^)» (11) 

En mesurant extérieurement là circonférence C du bondon , et 

*7 
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celle c des fonds , et appelant g l'épaisseur de la doure , la for- 
mule serait 



Je dois provenir que la formule de M. Det est an peu plus 
faible , et celle de M, Baiaine un peu plus forte que les pré- 
cédentes, 

5.* Les logarithmes s'appliquent très - simplement aux formules 
précédentes , et elles n'o\igent qu'une lable des i5oo premiers 
nombres ; toute l'opération se réduit à l'addition de trois loga- 
rithmes dont un est toujours le même ; il n'est point de jaugeurs 
qui ne puissent pratiquer ce petit calcul : il me semble que ce 
procédé est bien préférable à l'emploi des jauges qui no tionnent 
aucun compte des . fractions , et qui reposent toutes sur des principes 
plui.ou moins erronés. 
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ADDITIONS. 



Sur le N.° 20. 

Quand on a quelques valeurs approchées # a =/,+/, , 

9 1 =»A~h'»+'i 4 e . J a racine cherchée x > on peut en obtenir 

une nouvelle encore plus approchée , par une méthode que j'ai 
déduite de celle qu'a donnée Lo grange ( Séances de t école normale, 
, tom. 4 » pae. 420 ) , pour calculer la courbe des erreurs . et inter- 
poler des termes dans une série d'observations. 

Soient X=so l'équation à résoudre , X=zy la courbe parabolique 

en x et y; y, , y, , y, , j 4 les valeurs de y que l'on obtient 

en mettant x, , x % , x t , x 4 , dans X : il s'agit de trouver 

pour x la valeur correspondante a r =o $ c'est-a-dire ,.la supposition 
pour j qui rend nulle l'erreur y : cette valeur cherchéo.de «r ferai 
donnée par la formule 

x = 4* % +Bxt+Cx } +Dx 4 

dans laquelle on a fait 

yf»5 ■ " ' ■ f a-—. 



Ç— T7*T4 _ 

en observant que chaque fraction a autant de facteurs moins un , 

qu'il y a d'observations x, , x % , *, , x 4 

Si l'on applique la - f ormu le précéden te à l 'exemple du n.* aa t ou 
trouve s «=0,5849 » vra * e Y *l eur c ** * B 5857. 



( *30 

Au reste , la méthode précédente , quoique curieuse et piquante , 
Je cède néanmoins , pour la brièveté et la suretc , à celle des n.°* ao 
et 21. On peut remarquer , en passant , que la formule qu'a donnée 
M. Kramp ( Annales de mathématiques , tom. VI, pag. 286 ) pour 
intégrer par approximation XAx, est exactement la même que celle 
de M. Logrange , citée plus haut. 

Sur le 2V.° 25. 

J'ai dit , dans ce numéro , qu'avant de se livrer à la recherche des 
racines, il était utile de connaître le nombre des imaginaires: ainsi, dan» 
l'exemple du n.° 22 , si Ton avait su d'avance qne la proposée avait 
deux racines imaginaires , on en aurait conclu que le couple des 2. mc * 
et 3. m . e> racines ne pouvait être réel , puisque la première l'était. 

Sur le Chapitre VI. 

Je n'ai point parlé dans ce chapitre de la manière de déterminer 
les quantités réelles « , C qui entrent dans les racines imaginaires 
•i c /--^i on a P° ur cc ' a <iï* er *e» méthodes qui reviennent tonte» 
à chercher le» racines réelles d'une équation : on les trouve dans 
tous les livre», et je n'ai rien à ajouter sur cette matière. 

If. 27. En sollicitant l'indulgence du public en faveur de ma cécité , 
qu'il rue soit permis d'acquitter une dette sacrée , celle de la recon- 
naissance paternelle envers ma fille Rosine , âgée de 1 7 ans , qui , 
renonçant aux amusemens de son âge, a eu l'héroïque patience de 
faire tous les calculs de cet ouvrage : puisse ce monument de la 
piété filiale lui mériter l'estime publique. 
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